Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Matematica

Grupos de Bieberbach metabelianos

com quociente derivado finito

CARLOS FREDERICO DO AMARAL CID

1999



Indice

Introducaon .......... 2
1 Grupos de Bieberbach ................ ... .. 5
1.1 Teoremas de Bieberbach ......... ... ... . ... 5)
1.2 Variedades Flat ........ ..o 8
1.3 Classificagao de Grupos de Bieberbach ................................... 9

2 Grupos de Bieberbach com point-group Cpn X Cpm ... 14
2.1 0 grupo K (P, Pm™) oo 15

3 Automorfismos ........... 21
3.1 TA-AutomorfiSmos .. ...t 23
3.2 Automorfismos EXternos ...........oooiiiiiiiiiiiii 28

4 Quocientes de K (D™, p™) .ot 33
4.1 Quocientes derivados de elementos de Ap 1, ool 36
4.2 Quocientes de K (D, D%) vt 43
4.3 Os grupos K (2,8) e K(4,4) . oo 50

5 Meétodos Computacionais .....................iiiiiiiiiiinannanennn... 65
5.1 CARAT e Algoritmos . .....oouuiiui e 67
5.2 Grupos de Bieberbach de dimensao 5 ............... ... ... . ... 70
5.2.1 Grupos de dimensao 5 com centro trivial .......................... 71



Introducao

Um grupo de Bieberbach G' de dimensao n é um grupo livre de torcao satisfazendo a
sequéncia exata curta

0—->V-—->G—>P—1,

onde P é um grupo finito agindo fielmente sobre o subgrupo abeliano livre V' de posto
n. Os grupos V e P sao conhecidos como o subgrupo de translagoes e o point-group
(ou grupo de holonomia) de G, respectivamente. Esta nogao surgiu de grupos de
isometrias do espaco Euclidiano n-dimensional, com regiao fundamental compacta.
Os grupos de Bieberbach sao grupos cristalograficos livres de torcao.

Os grupos de Bieberbach aparecem também como grupos fundamentais de varie-
dades Riemannianas compactas flat (i.e., de curvatura nula). Uma variedade Rie-
manniana n-dimensional compacta é flat se, e somente se, seu grupo fundamental
for um grupo de Bieberbach de dimensao n. Além disso, duas variedades Riemanni-
anas compactas flat possuem grupos fundamentais isomorfos se, e somente se, forem
difeomorfas. Entdo a classificacao das variedades Riemannianas compactas flat n-
dimensionais equivale a classificagcao de grupos de Bieberbach de dimensao n.

Este trabalho consiste em um estudo de grupos de Bieberbach metabelianos tendo
como point-group e quociente derivado p-grupos abelianos finitos, p primo. Se G for
o grupo fundamental de uma variedade flat X, segue de [18] que o primeiro nimero
de Betti de X é nulo se, e somente se, o quociente derivado de G for finito. Devi-
do & constru¢ao de Calabi [9], variedades com primeiro nimero de Betti nulo pos-
suem importancia especial na classificacdo das variedades compactas flat em geral.
No Capitulo 1 descrevemos alguns resultados preliminares relacionados a grupos de
Bieberbach, que serao relevantes em nosso trabalho.

Em [15], Gupta e Sidki mostram que todo grupo de Bieberbach com quociente

derivado finito e point-group isomorfo a C), x C),, p primo, possui um subgrupo isomorfo



a0 grupo
K(p) = {a,b | ("), ("), [[a, 8], a"] , [[a, b] ,0¥] , metabeliano),

onde t(s,7) = 3277, 2% e a apresentacio ¢é na variedade dos grupos metabelianos. Em
particular, o grupo K (2) é isomorfo ao grupo fundamental da variedade de Hantzsche-
Wendt [16]. No Capitulo 2, generalizamos a classe K(p) e definimos uma familia de

grupos metabelianos, através da apresentacao
K(p",p™) = (a,b| (" )P0 (P HRm ), [[a, b], ap”] , [[a, 0], b”m] , metabeliano) ,

onde n,m € N, e provamos

Teorema A. Seja G um grupo de Bieberbach com quociente derivado finito e point-
group isomorfo a Cyn X Cym, onden,m € N ep é primo. Entao G possut um subgrupo
isomorfo a um quociente livre de tor¢io de K (p",p™). Além disso, K (p™, p™) também

¢ um grupo Bieberbach de mesmo tipo.

No Capitulo 3, estudamos o grupo de automorfismos de K (p™, p™). Como K (p™, p™)
possui centro trivial, nos concentramos em encontrar o grupo de automorfismos ex-
ternos Out(K (p™,p™)). Neste caso, se X for uma variedade flat tendo grupo funda-

mental isomorfo a K (p", p™), entao Out(K (p"™, p™)) é isomorfo ao grupo de afinidades

AfF(X).

Teorema B. Seja G o grupo K(p",p™).

a) Se (p,n,m)=(2,1,1),(3,1,1),(2,1,2) ou (2,2,2), entao Out(G) ¢é isomorfo a um
subgrupo de GL(2, Zyn+m), sendo desta forma um grupo finito;

b) Nos outros casos, Out(G) € extensdo de um subgrupo abeliano de GL(2, Zyn+m) por

um grupo cristalografico.

Gupta e Sidki mostram em [15] que K (p,p) ndo possui quocientes préprios livres
de torcao. No Capitulo 4, estudamos os quocientes livres de tor¢cao de alguns casos
K(p",p™). Em particular, obtemos informagoes sobre tais quocientes de K (p, p™) e

mostramos



Teorema C. FExiste um grupo metabeliano, finitamente gerado, livre de torcdao, com

quociente derivado isomorfo a Cyn X Cym se, e somente se n,m > 2.

Além disso, descrevemos os quocientes livres de torgao dos grupos K (p, p?), K(2,8)

e K(4,4). Utilizando a lista dos quocientes de K (4, 4), mostramos

Teorema D. Se G for um grupo metabeliano, finitamente gerado, livre de torgao,

com quociente derivado isomorfo a Cy X Cy, entao G € isomorfo a
K(2,2) = (a,b| (a®)"*", 0*)""*, [[a, 0], @], [[a, ] ,0%] , metabeliano)

o grupo fundamental da variedade de Hantzsche- Wendt.

No Capitulo 5, estudamos alguns métodos computacionais utilizados na classi-
ficagao de grupos de Bieberbach. Em particular, descrevemos a implementacao de
um algoritmo que decide se um grupo cristalografico é livre de torcao (i.e, se é grupo
de Bieberbach). Utilizando este algoritmo, apresentamos a lista completa de represen-
tantes de classes de isomorfismo de grupos de Bieberbach de dimensao 5 com quociente

derivado finito.



Capitulo 1

Grupos de Bieberbach

Apresentamos neste Capitulo alguns fatos histéricos e conceitos importantes para o

presente trabalho. Uma referéncia para o assunto é [10].

1.1 Teoremas de Bieberbach

Seja M,, o grupo de movimentos rigidos de R", i.e., o conjunto de pares ordenados
(M, s), onde M € O(n,R), o grupo das matrizes reais ortogonais n x n, e s € R*. O
grupo M, é o grupo das isometrias do espaco Euclidiano n-dimensional. A acao de

um elemento (M, s) € M,, em z € R” é da forma
(M,s).x =M.z +s.

Vamos denotar por A, o conjunto de pares ordenados (M, s), com M € GL(n,R) e
s € R*. O grupo A, é conhecido como grupo das transformacoes afins de R". E claro
que M, < A,.

Se considerarmos R" como um subconjunto de R* x R = R**!  temos que todo

elemento de A, se estende unicamente a um elemento de GL(n + 1,R), da forma

M s
(M,s)l—>( 0 1),

onde s € R™*! e 0 corresponde a linha de n zeros. A representacao acima é conhecida
como a representacdo afim de A,.
Podemos definir um homomorfismo ¢ da forma
¢o: M, — O(nR)
(M,s) — M.
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Se I for um subgrupo de M,,, temos que a imagem de I" por ¢ é conhecida como a parte
linear (ou rotacional) de T'. O nicleo de ¢, que vamos denotar por ' NR", é chamado
o subgrupo das transla¢oes de I'. Ele corresponde ao subgrupo de I' composto dos

elementos que possuem um nimero finito de conjugados.

Definicao 1.1 Um subgrupo I' < M,, é chamado um subgrupo cristalografico de M,
se T' age de modo descontinuo em R™ e o espago quociente R* /T for compacto. Um

subgrupo de Bieberbach de M, é um subgrupo cristalogrdfico de M, livre de torcao.

Em 1900, no Congresso Internacional de Matemdtica em Paris, D. Hilbert apre-
sentou uma lista de problemas que considerava importantes e que ainda permaneciam
sem solucao. O 18° problema, de grande interesse no tratamento matemédtico da

cristalografia na época, era a questao :

O ndmero de grupos de isometrias (essencialmente diferentes) agindo no
espaco Fuclidiano n-dimensional com dominio fundamental compacto é
finito ¢

Em 1910, L. Bieberbach obteve resposta positiva para o problema, mostrando que
existia apenas um ntmero finito de classes de isomorfismos de tais grupos. Logo em
seguida, Frobenius notou que, do ponto de vista cristalografico, a equivaléncia afim
(conjugacao por elemento de A,) era uma relagdo mais natural que o isomorfismo,
e em 1911 provou a conjectura com respeito a equivaléncia afim. Finalmente, em
1912 Bieberbach mostrou que as duas nocoes eram de fato equivalentes. Enunciamos

abaixo os 3 Teoremas de Bieberbach.

Teorema 1.1 (Bieberbach [5], [6])

1. Sel' < M, for um subgrupo cristalogrdfico de M, entao o subgrupo de translacoes

['NR™ é um subgrupo normal, abeliano livre de posto n e indice finito.

2. Dois subgrupos cristalograficos de M, sao isomorfos se, e somente se, forem

conjugados em A,.

3. Para todo n, existe apenas um niumero finito de classes de isomorfismo de sub-

grupos cristalogrdficos de M,.



Desta forma, temos que um subgrupo cristalografico I' de M, satisfaz a sequencia
exata curta

0 —TNR*" —T — P —1,

onde I' N R* é abeliano livre de posto n e P é um grupo finito agindo sobre I' N R"
por conjugacao, sendo essa acao fiel. Definimos agora a nocao abstrata de grupo de

cristalografico.

Definicao 1.2 Um grupo cristalografico é um grupo G contendo um subgrupo nor-
mal, abeliano maximal V, livre de tor¢ao, de posto e indice finitos. Um grupo de

Bieberbach ¢ um grupo cristalograifico livre de torgao.

Pode-se provar que este subgrupo normal, abeliano maximal V' é tnico. O sub-
grupo V' e o quociente G /V sao conhecidos como o subgrupo de translag¢oes e o point-
group (ou grupo de holonomia) de G, respectivamente. A dimensdo de um grupo
cristalografico é o posto de V. Ja vimos que se I' for um subgrupo cristalografico de

M, entao ele satisfaz as condi¢oes acima. A reciproca também é verdadeira.

Teorema 1.2 (Auslander e Kuranishi [2]) Se G for um grupo cristalogrdfico
abstrato de dimensao n, entdo existe um monomorfismo ¢ : G — M, tal que ¢(G) é

subgrupo cristalogrdfico de M,,.

Gostariamos de fazer uma observagao sobre a terminologia usada, que segue [10].
Em alguns trabalhos mais antigos, o que definimos aqui como “subgrupo crista-
lografico de M,,” era chamado de “grupo de Bieberbach”. Grupos cristalograficos
eram tais grupos de dimensao 3, e o que definimos aqui por “subgrupo de Bieberbach
de M,” e “grupo de Bieberbach” eram denominados “grupo de Bieberbach livre de
torcao” e “grupo de Bieberbach abstrato livre de tor¢ao”, respectivamente. A razao é
que, historicamente, os grupos estudados por Bieberbach foram os subgrupos de M,,,
discretos e com regiao fundamental compacta, que foram chamados entao de grupos
de Bieberbach. Os que possuiam importancia no estudo da cristalografia eram tais
grupos em dimensao 3, dai a terminologia grupos cristalogrdficos. A idéia de se estu-
dar em particular os grupos livres de tor¢ao surgiu bem mais tarde, quando do estudo
das variedades flat (préxima segao). Autores mais recentes utilizam a terminologia
usada aqui, além de nao diferenciarem entre as nocoes de “subgrupos de Bieberbach

de M,” e “grupos (abstratos) de Bieberbach” (de acordo com o Teorema anterior).
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1.2 Variedades Flat

Nesta secao introduziremos algumas nocoes sobre variedades Riemannianas flat e sua
relacdo com grupos de Bieberbach. Para mais detalhes, ver [36] e [10].

Sejam X uma variedade diferencidvel e I' um grupo de Lie. Uma acdo diferen-
cidqvel de T' em X é uma aplicagao diferencidvel F': T' x X — X tal que v — F(v,.)
¢ um homomorfismo de I' no grupo de difeomorfismos de X. Esta acao é chamada
livre (ou livre de pontos fixos) se, para todo z € X, o subgrupo de I' definido por
{y € T|F(vy,z) = x} for trivial. Além disso, o conjunto de 6rbitas é chamado espaco
quociente da acao de I' em X e é denotado por %

Podemos mostrar que se I'" for um subgrupo M, agindo livremente e de modo

R”

descontinuo em R", entao =+ ¢ uma variedade n-dimensional. Agora, se I' age de

modo descontinuo em R", entao I' age livremente se, e somente se, for livre de torcao.

Rn
T

Sejam X uma variedade diferenciavel e X o conjunto dos campos de vetores dife-

Em particular, se I" for grupo de Bieberbach, entao sera uma variedade compacta.
renciaveis em X. Uma conexdo afim é uma aplicacao V : X x X — X satisfazendo
as propriedades da derivacao. Se Y for variedade diferenciavel com conexao V e
¢ : X — Y for um difeomorfismo, entao podemos obter de modo natural uma conexao
V em X induzida por ¢. Se X possui conexao e ela coincide com a induzida por ¢,
dizemos que X e Y sao afinamente equivalentes.

Seja x € X. Dado um caminho fechado ¢ com ponto base em x, o transporte
paralelo ao longo de ¢ induz uma transformacao linear no espago tangente T,(X).
O conjunto de todas transformacoes lineares induzidas por transportes paralelos ao
longo dos caminhos fechados com ponto base x forma um grupo, que chamamos o

grupo de holonomia de X em x.

Vimos que se I'" for um grupo de Bieberbach de dimensao n, entao X = H% é
. . .7 . . 7’ . . ~ n 7
uma variedade diferencidvel n-dimensional. Além disso, a projecao p : R* — R% é

um recobrimento universal de X, e I'" é isomorfo ao grupo fundamental de X. O
point-group de I' serd isomorfo ao grupo de holonomia de X, que sera finito.

Dada uma conexao V de X, podemos introduzir uma curvatura R em X. Dizemos
que X é variedade flat se R for identicamente nula. O Teorema de Holonomia de
Ambrose-Singer [1] nos diz que R ¢ identicamente nula se, e somente se, o grupo
de holonomia de X for totalmente desconexo. Mas se I' for grupo de Bieberbach, o

R

grupo de holonomia de X = Tn sera finito, e desta forma, X é variedade compacta



flat. O Teorema a seguir nos garante que se considerarmos a conexao de Levi-Civita,

a reciproca também é verdadeira.

Teorema 1.3 Seja X uma variedade Riemanniana (completa e conexa) flat n-di-
mensional. Entao existe I' < M,,, discreto e livre de torc¢ao, tal que X € isométrica a

R?n. Se X for compacta, entdo I' é grupo de Bieberbach de dimensdao n.
Enunciamos agora os Teoremas de Bieberbach no contexto de variedades flat.

Teorema 1.4 (Bieberbach)

1. Se X for uma variedade Riemanniana compacta flat, entao X € recoberto por
um toro flat e este recobrimento € uma isometria local. Além disso, o grupo de

holonomia de X ¢ finito.

2. Duas variedades Riemannianas compactas emphflat sao afinamente equivalentes

se, e somente se, possuirem grupos fundamentais isomorfos.

3. Para todo n, existe apenas um numero finito de classes de equivaléncia afim de

variedades Riemannianas compactas emphflat n-dimensionais.

Entao a classificacao das variedades Riemannianas compactas flat n -dimensionais

equivale a classificacao dos grupos de Bieberbach de mesma dimensao.

1.3 Classificagcao de Grupos de Bieberbach

Vimos que se G for um grupo de Bieberbach de dimensao n, entao G ¢ livre de tor¢ao

e satisfaz a sequéncia exata curta
0—V-—>G—P—1,

onde V' é abeliano livre de posto n e P é grupo finito agindo fielmente em V. A
extensdo acima nos dd origem a um elemento o € H?*(P,V), o segundo grupo de
cohomologia. Abaixo descrevemos os problemas enfrentados na construcao e classi-

ficacao dos grupos de Bieberbach.

1. Classificar os grupos finitos P que possam ser realizados como point-group de

um grupo de Bieberbach;



2. Encontrar representacao integral V' de P;
3. Obter o € H?(P,V) tal que a extensao associada seja livre de torgao;
4. Decidir se duas extensoes sao isomorfas.

O Teorema abaixo nos da o resultado necessario para o item 1.

Teorema 1.5 (Auslander e Kuranishi [2]) Seja P um grupo finito. Entdo existe

grupo de Bieberbach com point-group isomorfo a P.

O item 2 equivale ao estudo dos subgrupos finitos de GL(n,Z).

Agora sejam dois grupos P e (), e um P-médulo V. Se F : Q — P for um
homomorfismo, podemos tornar V um (-médulo se definirmos para todo g € @Q e
v €V, aacdo g.v = F(g).v. Vamos denotar este Q-médulo também por V. Temos

entao que F' induz um homomorfismo
F*: H*P,V) — H*(Q,V).

Da mesma forma, se M for um outro P-moéduloe f : V — M for um P-homomorfismo,

entao f induz um homomorfismo
f.: H*(P,V) — H*(P,M).

Definicao 1.3 Sejam V e M dois P-mddulos. Um homomorfismo semi-linear de V'
em M éum par (f,0), com f € Homz(V, M) e o € Aut(P), tais que para quaisquer
z€PeveV, temos f(xw) =0o(z).f(v).

Entao para os itens 3 e 4, temos os seguintes Teoremas; ver [10], cap. IIL

Teorema 1.6 Sejam V um P-mddulo e G a extensio associada a o € H*(P,V).
Entao G ¢ livre de torcao se, e somente se, para toda inclusao i : C, — P, C,
ciclico de ordem prima p, temos i*(a) # 0, onde i* : H*(P,V) — H*(C,,V) € o

homomorfismo induzido por 1.

Uma classe a € H?(P, V) satisfazendo as condi¢oes do Teorema é chamada espe-

cial.
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Teorema 1.7 Sejam V e M dois P-moddulos fi¢is. Se G for a extensdo associada a
a € H*(P,V) e K for a extensdo associada a 3 € H*(P, M), entio G ¢é isomorfo a
K se, e somente se, existir um homomorfismo semi-linear (f,o) de V- em M tal que

f € bijecao e

Sendo assim, o estudo da classificacao de grupos de Bieberbach segue principal-
mente em duas direcoes: dado n, encontrar os grupos de Bieberbach n-dimensionais;
e dado grupo finito P, encontrar os grupos de Bieberbach com point-group isomorfo
a P.

As maiores dificuldades surgem quando do cédlculo de representacoes integrais de
P e obtencao de o € H?(P,V) especial. De fato, a teoria de representagoes integrais
¢ muito complexa e até certo ponto incompleta. E mesmo nos casos em que temos
tais representagoes, nao sao simples os célculos de H?(P, V) e das restrigoes de seus
elementos a subgrupos ciclicos.

Em [8], podemos encontrar a listagem completa dos grupos cristalogréficos de
dimensao < 4. No Capitulo 5, descrevemos os calculos realizados para obtencao dos
grupos de Bieberbach de dimensao 5. Charlap [10] obteve a classificacao de grupos de
Bieberbach com point-group ciclico de ordem prima. Em [29] encontramos classificagao
completa para quando o point-group for isomorfo ao grupo diedral.

Poderfamos também buscar processos indutivos (em relagao & dimensao) para
classificacao de grupos de Bieberbach. Seja X variedade Riemanniana compacta flat,
com grupo fundamental G. Se denotarmos por b; (X) o primeiro nimero de Betti de
X, entao b1 (X) = 0 se, e somente se, % for finito. O Teorema abaixo nos fornece

uma forma indutiva de classificagdo de variedades compactas flat com b; # 0.

Teorema 1.8 (Calabi [9]) A classifica¢ao das classes de equivaléncia afim de va-

riedades Riemannianas compactas flat n-dimensionais seque de:

1. a classificacdo das classes de equivaléncia afim de variedades compactas flat de

dimensao < n;

2. a classificacao das classes de equivaléncia afim de variedades compactas flat

n-dimensionais com by = 0;

3. a classificacdo das classes de equivaléncia afim de grupos abelianos finitos A de

difeomorfismos afins de variedades compactas flat de dimensdo < n;
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A construcao acima é conhecida como construcao de Calabi. Desta forma, po-
deriamos considerar as variedades compactas flat com by = 0 como objetos "irre-
dutiveis”. Vimos que para qualquer grupo finito P, existe variedade compacta flat
X com grupo de holonomia isomorfo a P. Em contraste a este resultado, nem todo
grupo finito pode ser realizado como grupo de holonomia de uma variedade compacta
flat com primeiro nimero de Betti nulo. Seguindo a terminologia de Hiller e Sah [18],
chamamos um grupo finito P primitivo se ele for isomorfo ao grupo de holonomia de

uma variedade compacta flat com primeiro nimero de Betti nulo.

Teorema 1.9 [18] Um grupo finito P é primitivo se, e somente se, nao possuir p-

subgrupo de Sylow ciclico com complemento normal.

Em particular, todo p-grupo finito nao ciclico é primitivo. Alguns resultados
relacionados com grupos de Bieberbach com quociente derivado finito (b = 0) podem
ser encontrados em, por exemplo, [12],[15],[16],[18],[19], [30],[31].

Em [35], Vasquez introduz um outro método indutivo de classificagao de variedades
flat. Ele define as chamadas extensoes flat-torais. Uma extensao flat-toral é uma
forma de construirmos uma nova variedade compacta flat através de um toro flat e
uma variedade compacta flat X, com a dimensao sendo igual a soma das dimensoes
de ambas. Em [35], Vasquez mostra que para todo grupo finito P, existe n(P) € Z,
tal que se X for uma variedade Riemanniana compacta flat com grupo de holonomia
isomorfo a P, entao X é uma extensao flat-toral de uma variedade Riemanniana
compacta flat de dimensao < n(P). Isto equivale ao fato que se G for um grupo de
Bieberbach com subgrupo de translacoes V' e point-group isomorfo a P, entao existe
A <V, tal que % é grupo de Bieberbach com dimensao < n(P). A construgao acima
pode ser vista de alguma forma como ”"dual” da construcao de Calabi; ver [37]. Em
[34], [11], encontramos valores de n para alguns grupos finitos. Em particular, quando
P for um p-grupo, n(P) = ZCEW[P : C], onde p é o conjunto de representantes de

classes de conjugacao de subgrupos de ordem prima de P.

Em nosso trabalho, estudamos grupos de Bieberbach com quociente derivado finito
e point-group isomorfo a Cpn X Cpm. De acordo com o Teorema A, a classificagao dos
grupos de Bieberbach 2-gerados com estas propriedades equivale a classificacao dos
quocientes livres de torcao de K(p”,p™). Através deste estudo, obtemos também

algumas propriedades gerais de grupos metabelianos livres de tor¢ao, com quociente
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derivado finito. No Capitulo 5, estudamos métodos computacionais utilizados na
classificacao de grupos de Bieberbach. Em particular, descrevemos a implementacgao
de algoritmo que decide se um grupo cristalografico é livre de torcao, e obtemos assim

a lista dos grupos de Bieberbach de dimensao 5 com quociente derivado finito.
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Capitulo 2

Grupos de Bieberbach com

pownt-group Cpn X Cym

Iniciamos neste Capitulo o estudo de grupos de Bieberbach com quociente derivado
finito e point-group isomorfo Cpn X Cpm. Note que estes sao grupos metabelianos livres

de torcao. Além disso, podemos também mostrar que possuem centro trivial.

Lema 2.1 Um grupo cristalogrdfico possui quociente derivado finito se, e somente se,

tiver centro trivial.

Dem. Vamos denotar por V' o subgrupo de translacdes do grupo cristalogréafico G.
Como V' é subgrupo abeliano maximal de G, o centro de G coincide com Cy (G), o
centralizador de G em V. Suponha que % seja finito. Seja 7 : G — V 0 homomorfismo

transfer de G em V. Como G’ < ker(7), temos que 7 induz de forma natural o

homomorfismo 7T : g — V. Como g é finito e V' é livre de torcao, entao tanto
7 como 7 devem ser triviais. Entado se z € Z(G) < V en = [G : V], temos que

7(z) = 2" = e e desta forma z = e.
Seja agora Z(@) = {e}. Vamos denotar por M o Q[&]-médulo Q@ V. Além disso,
sejam [G, M] e Cp(G) submédulos de M definidos como Q ® [G,V] e Q ® Cy(G),

respectivamente. Como & ¢ finito, o submédulo [G, M] é somando direto de M e de

v
fato temos M = Cy(G) @ [G, M]. Logo o subgrupo Cy(G) @ [G, V] possui indice
finito em V. Se % nao for finito, entao G' NV terd indice infinito em V. Como

[G,V] < G'NV, o subgrupo [G,V] também terd indice infinito em V' e devemos ter

entao Z(G) = Cy(G) # {e}. Chegamos assim a uma contradigao. u
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Podemos também repetir parte da demonstracao do Lema anterior para mostrar-
mos que se um grupo de Bieberbach possuir quociente derivado finito, entao o point-
group nao pode ser ciclico finito. Vamos também mostrar que o subgrupo de translacoes

de um grupo cristalografico é unico.

Lema 2.2 Sejam G um grupo cristalogrdifico e V o subgrupo de translagoes de G. Se

A for um subgrupo abeliano normal de G, entao A < V.

Dem. Como A e V sao subgrupos abelianos normais de G, temos que AV < G,
de classe de nilpoténcia < 2. Como V é abeliano maximal, se A £ V', devemos ter
cl(AV)=2. Sejamv € V,a € Ae [G:V]=n. Temos que

[v,a]" = [v,a"] = e,
e como V ¢é livre de torcao e [v,a] € V, entdo [v,a] = e. Desta forma AV é abeliano
e ALV, [

2.1 O grupo K(p",p™)

Seja
F, = (x1,...,x,|metabeliano)

o grupo livre de posto n na variedade dos grupos metabelianos. Um grupo metabeliano

finitamente gerado G' é apresentado como
(x1,...,7,|R1, Ry, ..., Ry, metabeliano) = F,/(R, Ry, ..., R)™.
Vamos definir os seguintes polinomios, para s € N :

tis,z)=1+z+...+2%"

dlz)y=2—-1
s—1 s—2 . i
l(s,z) = (t(s,z) — s)/d(x) =D, t(s,z) => (s —i—1)z"
Ese g, x1,...,x, sao elementos de um grupo G, e sy, ..., s, € Z, entao vamos denotar

por gfttitsatattsntn o elemento (¢%)%t(g%2)%2. .. (g% )"".
Sempre que for conveniente, utilizaremos notacao aditiva nos subgrupos abelianos
de GG. Note que quando o subgrupo derivado G’ de G for abeliano, utilizando a notacao

de médulos a direita, podemos escrever

[z, 23] = |21, 22].t(s, 22).
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Proposicao 2.1 Seja G um grupo de Bieberbach com quociente derivado finito e
point-group isomorfo a Cpn X Cym, onde m,n € N e p € primo. Entdo G possui um

subgrupo isomorfo a um quociente livre de tor¢ao de
K(p",p™) = <a,b | (aP")tP" D) (™ "), [[a, b] ,a”n] : [[a, b] ,b”m] : metabeliano>.

Dem. Seja V' o subgrupo de translacoes de G. Se a,b € G sao os geradores de G
modulo V', seja H o subgrupo de G gerado por a e b. E claro que a”",bP" € V.

Como % é abeliano, teremos G’ < V. Logo tanto G como H sao metabelianos e
[[a, 0], ap"] = [[a, b]’bpm] =€

Além disso, segue do Lema 2.1 que o centro de G é trivial. Logo
(ap”)t(pm,b) — (bpm)t(p",a) e,

pois ambos os elementos sao centralizados por a, be V. Logo H é imagem homomérfica
de K(p™,p™). [

Em particular, todo grupo de Bieberbach 2-gerado, com quociente derivado finito
e point-group isomorfo a Cpn X Cpym, deverd ser isomorfo a um quociente livre de torcao
de K(p",p™). Agora vamos mostrar que K (p",p™) também é grupo de Bieberbach
deste tipo.

Proposicao 2.2 Seja
K(p",p™) = <a,b | (ap")t(pm,b), (bpm)t(p",a), Ha, b] ,ap”] , Ha, b] ,bpm] , metabeliano>,

onde n,m € N e p é primo. Entdo K(p™,p™) € um grupo de Bieberbach de dimensao
p"t™ — 1, com point-group isomorfo a Cpn X Cym e quociente derivado isomorfo a

Cpn+m X Cpn+m.

Dem. Vamos denotar K (p™,p™) por G e [a,b] por ¢. Podemos supor que m > n.
G
led
subgrupo derivado G’ é ciclico gerado por ¢. Se denotarmos a ac¢ao de a e b em G’

Segue da apresentacao de G' que G/G’ = Cpntm X Cpnim, e que como = —mddulo, o
por A e B, respectivamente, temos que G’ é gerado por c.A*B7, com 0 < i,j < p"*™.
Vamos adotar a notacao aditiva em G'.

Como G é metabeliano, as relacoes de G' podem ser obtidas pela comutacao dos

geradores de G com as relagoes de G; ver [15]. J4 temos



Entao .
[(ap”)t(pm,b), a] = [apn'(ap”)b (@) —1, a}

= [@*",a] + [(a”)’,a] +...+ [(ap)bpmfl,a] :
Mas [(a”n)bi,a} = [a”n [a”n,bi] ,a] = Ha”n,bi] ,a] = [a”n,bi] .[d(A). Entao
(@)™ 0 a] = ([a?",b] + [a?",0?] + ...+ [a",0P" " 1]).d(A)

= (la, 0] + [a, 0] + ... + [a, 07" 1]) .t(p", A)d(A)
= c.l(pm, B)(AP" — 1) =0.
Da mesma forma, [(b? ),b] vai nos dar c.l(p", A)(B*" — 1) = 0. Se fizermos os

célculos com [(a?")!P" b) b] = 0, teremos

@Yo 0,1] = 0]+ [0+
= [a"",b] + [, b] +.
= [a”n,b} t(p™, B) =]

ou seja, c.t(p", A)t(p™, B) = 0. Esta expressio é equivalente a [a?",0F"] = e. Da

-+ [(a”
-+ [ap",b] ’
a, b] t(p", A)t(p™, B),

n)bpm_l,b]
o

-1

mesma forma, [(b”m)t(”n’“), a] resultard a mesma relacao. Nenhuma nova relagao sera
obtida através dos comutadores [c,a?"], [c,b""] e da condi¢ao metabeliano. Entao G’
é um subgrupo abeliano de G gerado pelo conjunto {c.A'B7,0 <7 <p" 0<j <p™}
e com relacoes

c.t(p™, A)t(p™,B) =0

c.(AP" —1) =

c.(BP" —1) =

Aplicando o Diamond Lemma de Newman e a estratégia de Resolucao de Ambi-

0
0

guidade de Bergman [4], concluimos que G’ é abeliano livre de posto p"™™ — 1, com

geradores livres
S={cAB 0<i<p"0<j<p™(i,j)# P —1,p™—1)}

Considere agora V = <apn, ", G’>. E f4cil verificar que V é um subgrupo normal,
abeliano maximal de G e G/V = Cpn x Cym
Como o™, """ € G, podemos representd-los em funcio da base S de G'.
(@)D = (@) (@) (@)
= a”" a?" [a”n,b} aP" [a”n,bﬂ c.ah” [a”n, b”mfl]
= pma?" + [apn, b] A(p™, B)
= p™al" + c.t(p”, A)l(p™, B).
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Entao

Da mesma forma, teremos

Logo V é gerado por {a?",b?" ,c.A'B7, 0 <i<p",0<j<p™ i+j<p'+pm—4}.
Mas entao V' é um grupo abeliano gerado por p"™™ — 1 elementos, contendo um
subgrupo abeliano livre G' de mesmo posto. Logo V' também é abeliano livre de

posto p"™™ — 1, com geradores livres dados acima.

Temos ainda que mostrar que G é livre de tor¢ao. A prova serd por inducao sobre
n-+m. Primeiro mostraremos que K (p, p) é livre de tor¢ao. Sex € G(= K(p,p)), entao
ele pode ser escrito da forma =z = a'b’¢’, onde ¢’ € G’ ¢ 0 < i,j < p> — 1. Suponha

que x tenha ordem finita. Como z” € V, entao devemos ter 27 = (a'b/¢')? = e. Agora
a? = (a't’g')" = () ()",
onde ¢" € G'. Utilizando a notagao aditiva,
P =ia? + jP + ¢" = 0.

Entdao devemos ter ab? € G’, e concluimos assim que p divide 7,j. Mas entao
x € Vex = e Vamos supor agora que n + m > 3. Como m > n, temos que
m > 2 e t(p™ ) = t(p™ ", 2)t(p,a?" ). Logo K(p",p™ ") é imagem homomérfica
de K (p",p™) por

p: K(@"p") — K@ p™ ")

pois
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—pm —_pym—1
Além disso, [6,0" | =[¢,0" ]’ =e. O nicleo de ¢ corresponde ao fécho normal

em K(p”,p™) do subgrupo
()"0 @) e, ).
Est4 claro que (a?")/®@" "9 [¢ " '] € V. Agora

n—1

YU T e e e R BT

_ m+n—1 ,
=0 g,

onde ¢' € G'. Entao ker(y) estd contido em V', sendo desta forma livre de tor¢ao. Por
indugao, K (p*, p™~!) é livre de tor¢ao. Logo K (p", p™), sendo extensao de um grupo
livre de tor¢cao por um grupo livre de torcao, serd também livre de torcao. Concluimos
que K(p™,p™) é um grupo de Bieberbach, de dimensao p"*™ — 1, com point-group

isomorfo a Cyn x Cpm e quociente derivado Cpntm X Cpnim. n

Note que pela fatoracao do polinémio (p*, z) como t(p*, z) = t(p**, 2)t(p’, 27" ),
entdo o grupo K (p”, p™) possui quociente livre de torcao isomorfo a K (p™, p™') para

quaisquer 1 <n' <nel<m' <m.

Lema 2.3 Seja G um grupo de Bieberbach de dimensdo n. FEntao todo quociente
proprio livre de tor¢ao de G é também um grupo de Bieberbach, de dimensao menor

que n.

Dem. Sejam V' o subgrupo de translacoes de G e () = % um quociente proprio livre

de torcao de G. Temos que
FUVN, WV

~ N VAN
é um subgrupo abeliano normal de @, de indice s = [G : V]. Além disso, temos
{e} # N* CV N N. Entao V ¢ abeliano livre de posto m < n = posto (V).

Seja Co(V) o centralizador de V em Q. Segue do Teorema de Schur que o subgrupo
derivado de Cg(V) é finito. Mas como @ ¢ livre de torgao, temos que Cq(V) é um
subgrupo normal de (), abeliano livre de posto m e indice < s.

Como V possui indice finito em ), entdo existe subgrupo normal, abeliano maxi-
mal Vo > V de Q, livre de posto m e indice < s. Logo @ é grupo de Bieberbach, com

dim(Q) = m < dim(G). n
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Proposicao 2.3 Sejam G = K(p™,p™) e V o subgrupo de translagcoes de G. Se
x,y € G sao os geradores de G modulo V', entao H = (z,y) = G.

Dem. Segue da Proposicao 2.1 que H é isomorfo a um quociente livre de torcao de G.
Agora, se mostrarmos que a dimensao de H é a mesma que a de (G, podemos utilizar
o Lema anterior para concluir que H = G. Como G’ tem indice finito em V, basta
entao mostrarmos que posto(H') = posto(G’).

Como V/G' < ®(G/G"), o subgrupo de Frattini de G/G’, temos que z e y sdo
também geradores de G modulo G', e entao G = G'H. Como G é metabeliano, temos
H <JGe

G'=|[G'H,G'H]=G"|G' H|H' = |G',H|H".

Seja N = (G")?H'. Temos N < G, e como G é finitamente gerado, % é p-grupo finito.
Agora, seguindo parte da demonstragao do Teorema 2 de [15], calculamos o segundo

e o terceiro termos da série central descendente de % Temos

(95955

N N’ N N N
e
N3(§) =A%), % =% % =
_ [G'\GIN _ [G"\G'HIN _
= e = leemy
_ lemm@y @@y _ o
N N N *

Entao 5 (£) = I'3(£), e como £ é nilpotente, G' = N = (G')PH'.

Como G’ é livre de tor¢ao, H' deve ser subgrupo de um somando direto U de G,

de mesmo posto que H'. Entao G' =U & W,

(G'Y =0 WP
e
(G'YH' =G <UaWP <G
Logo W é trivial e G’ = U. Entao posto(H') = posto(G') e H = G. n

Note que o grupo K(2,2) é isomorfo ao grupo fundamental da variedade de
Hantzsche-Wendt, o tinico grupo de Bieberbach de dimensao 3 com quociente de-

rivado finito [16].
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Capitulo 3
Automorfismos

Vamos agora estudar o grupo de automorfismos do grupo K (p", p™). Vamos denotar
por Aut(G) e I(G) o grupo de automorfismos e o grupo de automorfismos internos de
G, respectivamente.

Seja G um grupo de Bieberbach de dimensao n. Vimos no Capitulo 1 que podemos
considerar G como um subgrupo de A,,, o grupo dos transformacoes afins de R”. Sejam
N(G) e C(G) o normalizador e o centralizador de G em A, respectivamente. Pode-
se mostrar que C(G) é isomorfo a R ® Z(G), onde Z(G) é o centro de G. E claro
que sempre existe um monomorfismo de N(G)/C(G) em Aut(G). Mas o segundo
Teorema de Bieberbach nos diz que todo isomorfismo entre grupos de Bieberbach
pode ser realizado por conjugacao por um elemento de A,. Entao, para grupos de
Bieberbach, teremos % =~ Aut(G).

Sejam P e V o point-group e o subgrupo de translacoes de G, respectivamente.
Segue do primeiro Teorema de Bieberbach que podemos considerar P como um sub-
grupo finito de GL(n,Z). Vamos denotar por N (P) o normalizador de P em GL(n,Z).
Podemos definir uma agiao de N(P) em H?*(P,V), o segundo grupo de cohomologia;
[10], cap. V. Se a € H?*(P,V) é a classe de cohomologia associada & extensao G,
entdo vamos denotar por N(P), o estabilizador de o em N(P). Pode-se mostrar que
P < N(P),.

Como V é subgrupo caracteristico de G, existe um homomorfismo natural de
Aut(G) em Aut(V') =2 GL(n,Z), cujo nicleo vamos denotar por C(V'), o centralizador
de V em Aut(G). Como V é abeliano, obviamente os automorfismos internos induzidos
por elementos de V' estao contidos em C'(V'). Logo C (V') possui um subgrupo normal

isomorfo a V/Z(G). De fato, temos o seguinte resultado :
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Teorema 3.1 [10] Seja G um grupo de Bieberbach. Entdo o diagrama abaizo é co-

mutativo, sendo que todas as sequéncias sao eratas.

0 1 1
3 3 3

0 —» V/Z(G) —» I(G) — P — 1
3 3 3

0 - CV) — Aut(G) — N(P), — 1
3 3 3

0 - HY(P,V) — Out(G) — N(P),/P — 1
3 3 3
0 1 1

Em particular, o grupo de automorfismos externos Out(G) possui um subgrupo abeliano

isomorfo a H' (P, V), o primeiro grupo de cohomologia.

Vimos também que os grupos de Bieberbach surgem como grupos fundamentais de
variedades Riemannianas compactas flat. Se X e Y sao variedades Riemannianas, um
difeomorfismo f : X — Y que preserva a conexao afim é chamado uma equivaléncia
afim entre X e Y; ver Capitulo 1. Pode-se mostrar que o conjunto das equivaléncias
afins de X em X, que denotamos por Af f(X), é um grupo de Lie. O grupo Af f(X) é
conhecido como o grupo de afinidades de X. Além disso, a componente da identidade
Af fo(X) é isomorfa a C(G)/Z(G). Ou seja, Af fo(X) é um toro de dimensao igual a
b1(X), o primeiro niimero de Betti de X.

Teorema 3.2 [10] Seja G o grupo fundamental de uma variedade Riemanniana com-

pacta flat X. Entdo Aff(X)/Af fo(X) € isomorfo a Out(G).

O Teorema acima nos diz que Af f(X) é finito se, e somente se, Out(G) for finito
e by(X) = 0. O problema da finitude de Aff(X) é estudado em [20], [21].

Teorema 3.3 ([20], [33], [8]) Sejam G um grupo de Bieberbach e V' o subgrupo de

translacoes de G. Entao as sequintes condicoes sao equivalentes:
1. Out(G) é finito;

2. Cada submodulo simples de M = Q ® V' ocorre com multiplicidade um e per-

manece simples quando estendemos os escalares para R.
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Segue de [20] que quando (p,n,m) # (2,1,1),(3,1,1),(2,1,2) ou (2,2,2), o grupo
Out(K(p™,p™)) é infinito. Vamos mostrar que para estes quatro casos, o grupo

Out(K (p”,p™)) é isomorfo a um subgrupo de GL(2, Z,n+m), sendo desta forma finito.

3.1 TA-Automorfismos

Para todo grupo G, sempre existe um homomorfismo natural de Aut(G) em Aut(S),
cujo nicleo é denotado por IA(G). Seus elementos sao chamados IA-automorfismos
de G. E claro que

I(G) < TA(G) < Aut(Q).

Nielsen mostrou que se F' for um grupo livre de posto 2, entdo TA(F) = I(F). Se
o posto de F for maior que 2, I(F') é subgrupo préprio de TA(F); ver [24]. Temos
também que se G for um grupo metabeliano livre de posto 2, entao TA(G) = I(G);

ver [3]. Quanto a grupos metabelianos 2-gerados em geral, temos

Teorema 3.4 (C. Gupta [14]) Sejam G um grupo metabeliano 2-gerado e Iq(G)

TA(G)

T ¢ comutativo. Em

o subgrupo de I(G) induzido pelos elementos de G'. Entdo

particular, [A(G) também é metabeliano.

Se H for subgrupo de G, vamos denotar por Iy (G) o subgrupo de I(G) induzido
pelas conjugacoes por elementos de H. Além disso, vamos denotar por ZG o anel de
grupo de G, U(ZG@G) o grupo das unidades de ZG, por € o homomorfismo de aumento,
A(ZG) o ideal de aumento de ZG, e Uy (ZG) = {u € U(ZG)|e(u) = 1}.

Agora sejam G = K (p™,p™) e V o subgrupo de translagoes de G. Como o centro

de G é trivial, temos que Iy (G) = V.

Proposigao 3.1 Sejam G = K(p",p™) e P = Cyn X Cym o point-group de G. Entdo

TA(G) ~
LG o 7,(z.P),

Dem. Seja o uma aplicacao de G em G dada por o : a — ag;, b — bgy, onde
g1, 92 € G'. Segue da Proposicao 2.3 do Capitulo 2 que o é um endomorfismo de G e
que o subgrupo H = (agy, bgs) é isomorfo a G.

Sejam @ = Va e b = Vb os geradores de P. Por abuso de notacio vamos remover

a notagao barra. Agora, se ¢ = [a,b], entdo g; = c.ry e go = c.ro, onde ri,ry € ZP.
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Como G = HG', entao o serd um IA-automorfismo de GG se, e somente se, H = G'.

G_

w-modulo ciclico gerado por

O subgrupo H' é um
cy = lagy, bga] = [a,b] + [g1,0] + [a, 2] = c.(1 + r1(b— 1) — ro(a —1)).

Entao H' = G' se, e somente se, (1 +r1(b— 1) —ry(a — 1)) for uma unidade no anel
ZP/S, onde ¥ é o ideal gerado por z = (¢(p", a)t(p™,b)). Além disso, considerando
uma unidade de ZP/¥ da forma (1+71(b—1) —ry(a—1)) como um elemento de ZP,
temos que ela tem aumento igual a 1.

Seja © = u + ¥ uma unidade de ZP/S nas condigoes acima. Se W = w +
for o inverso de w em ZP/S, é facil verificar que podemos escolher u e w tais que
€(u) = e(w) = 1. Agora como para Vg € P, temos gz = z, entdo I consiste de
elementos da forma k.z, onde k € Z. Entao uw = 1+4k.z, e aplicando o homomorfismo
€, obtemos 1 =1+ k.|P|. Logo k =0 e u,w € U;(ZP).

Entao podemos definir a aplicacao 7 : TA(G) — Uy(ZP), que leva o I A-automor-
fismo o : a + agy, b bgs no elemento (1 +71(b—1) —ry(a — 1)), onde g; = c.ry e
g2 = C.T3.

Primeiro vamos mostrar que 7 é homomorfismo. Se w : a — ahy, b — bhy, temos

que 7(w) = (1 + s1(b—1) — s9(a — 1)), onde hy = c.s1 e hy = c.s2. Entao

(a)o.w = (ac.r))w = ac.(s1 + (1 +51(b—1) — se(a —1)))

(b)o.w = (ac.rg)w = ac.(s2 + r2(1 + s1(b — 1) — sa(a — 1))).
Logo
T(ow) =14+ (s1+ri(14+s(b—1)—=sy(a—1)))(b—-1)
—(sg +12(l +s1(b—1) — s9(a —1)))(a — 1)
=(14+rb-—1) —re(a—1)(1+s(b—1)—s2(a—1))
=7(0)7(w).

Agora se u € Uy(ZP), temos que u — 1 € A(ZP), que é gerado por (a — 1) e
(b—1). Entao 3 r,s € ZP tais que r(b—1) — s(a — 1) = u — 1. Logo u = 7(p), onde
(a)p = ac.r e (b)p = be.s, e T é sobrejetiva.

Vamos mostrar que ker(r) = I (G). E claro que Iy/(G) < ker(r). Devemos

encontrar r,ry € ZP, tais que
ri(b—1)—ry(a—1) =0 (]).
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Sejam 1y = Y, s aa't e ry = 3, Bid'V, (i,5) # (p* — 1,p™ —1). Calculando
r1(b—1) = ry(a — 1), modulo t(p", a)t(p™,b), obtemos
Lo 20 (i) — agronm-2) — ay)abi+
+ 220 (@ipm 1) = Ar-nm-2) — @)@+ (—agn_1)0 = Apnonem-p)a? ! =
ZII ?:071(5(1'*1)]' — Ber—2)pm-1) — Bij)a b+
+ 32020 (B -1y = Bpn—2y(m—1) = Bog)V? + (= Bogm -1y = Bigm—2)pm—1)) 0" .
Fixando 7, somamos os coeficientes a*b/, para 0 < j < p™ — 1, obtemos

p"—1 pr—1

_pma(P”*I)(:Dm*2 —-P ﬁp”fZ )(p™—1) + Z ﬁz 1)j Z ﬁz]a

para 1 < < p"™ — 2. Para ¢ = 0, temos

—p"apr1ypr-2) = =D Ber-2)pm 1) Z Bpr-1)i Z Bojs

eparat=p*—1

-1

—p" apr_1yprm—2) = =D Bpr—2)pm—1) + Z Bipr—2)j — Z Bpr—1);-

7=0
Somando as p™ equagcoes acima, obtemos
Apn-1)pm-2) = Fpn-2)pm-1)

e entao
pm—1 pm—2

Z ﬁzg Z ﬁpnfl

para 0 <1 < p" — 2. Da mesma forma vamos ter

p"—1 p"—2

E O[Z] E O[Z (pm—1)

para 0 < 7 < p™ — 2. Vamos denotar
p"—2
7= Z Qi(pm 1)
i=0

p—2

0= Z Bpr—1);-
=0
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Podemos reescrever r; da seguinte forma : agrupamos todos os termos a’¥’ com

i # 0, e escrevemos
ri=mt(p™,0) + fr+rifa—1),

onde v, € Z, f, € Z(b) e r} € ZH. Analogamente
ry = 0st(p", @) + fo +15(b — 1).

Desta forma vamos obter

= (Z igm_1))t(p™, b) + Z (Z Qi — Z ipm 1))V +ri(a—1).
i=0 j=0 =0 i=0

Mas com as equacoes obtidas anteriormente vamos ter
ri = 7t(p™,b) +ri(a —1).

Fazendo o mesmo para ry, teremos

p"—2 pm—1

pt—2 pt—2
= (D Bt a) + > (D Bii— > Bern;)a’ +ry(b— 1)
=0 =0 j=0 =0
e entao
ry = 0t(p", a) + ry(b — 1).
Entao a equagao r1(b— 1) = ro(a — 1) vai nos dar
ri(a—1)(b—1)=ri(a—1)(b—1).
Agora quando encontramos as expressoes para r; e rh, vamos ter

P pr—2pp"—2
Ty =711+ Qen_1)(pm-2)0 bP

7"2 = TQ + /Bp”*Z Y(pm—1) ap _prm 2
Como j& vimos que o pn_1)pm—2) = Bpr—2)(pm—1), devemos ter
rla=1)b-1)=rya=-1)(b-1),

que nao podera ser mais reduzida médulo ¢(p™, a)t(p™,b). Quando desenvolvermos a

expressao acima teremos

.
Ty =Ty,
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e desta forma r] = r},. Vamos denotar este elemento por s. Entao temos
ry =t(p™,b) + s(a — 1) e re=0t(p",a)+sb—-1),
o que equivale a

g1 = c.(yt(p™,b) + s(a — 1)) = [a, (") "g']
g2 = c.(0t(p", a) + s(b — 1)) = [b, (") ¢,

onde ¢’ = ¢~*. Seja v = (a?")°(b*")7¢’. Entao

a’ = ala,v] = ag;
bY = b[b, v] = bgs.

e segue que ker(7) = I/ (G). u

Para descrevermos a estrutura de Uy (Z(Cyn X Cpm)), temos

Teorema 3.5 (G. Higman [17]) Seja P um grupo abeliano finito de ordem n.
Entao
U(ZP) = +P x F,

onde F' é um grupo abeliano livre de posto %(n + 1+ ny — 20), sendo ny 0o numero de

subgrupos de ordem 2 de P e { o numero de subgrupos ciclicos de P.
Lema 3.6 Seja P = Cyn X Cym, onde m > n. Entao F' tem posto
(2™ ' +n—m—3)2" 44

sep=2,e

1 pr—1
—(ptm 20— m)pt —2p+ 1 —1
5 <p +2(n—m)p" —2(p+ )p_1 )

se p for impar. Em particular, F tem posto nulo se, e somente se, (p,n,m) =
(2,1,1),(3,1,1), (2,1,2) ou (2,2,2).

Dem. Se utilizarmos indugao sobre (m + n), podemos mostrar que Cyn X Cpm possui

p'—1
1
1+

(m—n)p" +(p+1)
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subgrupos ciclicos (incluindo o subgrupo trivial). Além disso, ny = 3 quando p = 2,
e ny = 0 quando p for impar. Logo, quando p = 2, F' tem posto

(2"t 44— 2((m —n)2" +3(2" — 1)+ 1)) =271 12— (m —n)2" — 3(2") + 2
=(2™ ' +n—m—3)2" + 4.

1
2

Da mesma forma, podemos obter a expressao do posto de F' quando p for impar.

Agora é simples verificar os casos nos quais o posto de F' é nulo. [ ]

O Teorema 3.5 nos diz que U;(ZP) = P x F. Os elementos de P sdo chamados

unidades triviais. Se trabalharmos com a unidade trivial a’b’/, entdo a igualdade
L+r(b—1) —ry(a—1) =a't’

é satisfeita quando

=14+b+...00 1"

“ 61

(o= 1)
(0= 1)

que equivalem ao automorfismo interno induzido por a't’.

g = — =-V(l+a+...+a),

Corolario 3.7 Seja G = K(p™,p™). Entao IIA((GG)) ¢ isomorfo ao grupo abeliano livre

F descrito no Lema 3.6.

3.2 Automorfismos Externos

Vimos que TA(G) denota o niicleo do homomorfismo natural de Aut(G) em Aut(&).
Sejam G = K(p™,p™) e @ a imagem deste homomorfismo. Entao o grupo de automor-
fismos externos Out(G) é a extensao do grupo abeliano livre F' por um grupo isomorfo
a (). Temos que g = Cpntm X Cpntm, € assim 0 grupo Aut(g) = GL(2, Lyn+m) é ge-

rado pelo conjunto

o )-GO Al e )}

Temos que U(Zpn+m) =2 Cp X Cpnim— quando p = 2 e n+m > 3, e é ciclico nos

demais casos. O homomorfismo natural de Zpn+m sobre Z, induz um epimorfismo de

28



GL(2, Zyn+m) sobre GL(2,7Z,), cujo nicleo N é gerado por

)G ) G

Entao o grupo N ¢ abeliano e isomorfo a (Cputm-1)?, e GL(2,Zyn+m) tem ordem

pH = (p? — 1) (p — 1).
Os elementos de Q sdo induzidos pelos elementos de Aut(G) modulo TA(G). E

facil verificar que existem ¢, go € G', tais que a aplicacao definida como

vioasag,
bedgg

é automorfismo de G se, e somente se, d = +1. Entao ) é de fato isomorfo a um

ST(2, Zyrim) <( ; _01 )).

subgrupo de

Se n = m, pode-se mostrar facilmente que
(a0 = (@)™ o™ =,

e assim
o: aw>ab Ww: ara

b—b b— ab

sao automorfismos de G. Neste caso, teremos
Q =2 SL(2,Zy2n) x Cy
e |Q=2p"*(p* - 1).

Teorema 3.8 Se (p,n,m)=(2,1,1),(3,1,1),(2,1,2) ou (2,2,2), entdo Out(K (p", p™))

¢ isomorfo a um subgrupo de GL(2, Zyn+m).

Dem. Segue do Lema 3.6 que o posto de F' é nulo para estes grupos. Logo [A(G) =
I(G), e Out(G) é isomorfo a Q < GL(2, Zyn+m).

O grupo Out(K(2,2)) = SL(2,Z4) x Cy =2 GL(2,Z4), de ordem 96, é isomorfo
ao grupo de afinidades da variedade de Hantzsche-Wendt; ver [16], [10] cap. V. Os
grupos Out(K(3,3)) =2 SL(2,Z9) x Cy e Out(K(4,4)) = SL(2,Zs) x Cy possuem

ordem 6* e 3.2, respectivamente.
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Para K (2,4), como (ab)?> € V, temos que nao existem g, g» € G’ tais que v : a —
abgy, b — bgy seja automorfismo de K(2,4). Além disso, podemos mostrar facilmente
que 0 : a — ab®,b — b é automorfismo de K(2,4). Logo Out(K(2,4)) é isomorfo a
um subgrupo préprio de SL(2,7Zsg) x Co, contendo o subgrupo L de SL(2,Zsg) x Cs

L) G )

Pode-se mostrar que L possui indice 3 em SL(2,Zg) x Cy, sendo desta forma maximal.
Entdo concluimos que Out(K(2,4)) =2 L, de ordem 28. ]

gerado por

Para os demais casos, Out(K (p™, p™)) serd extensao de um grupo abeliano livre F
de posto finito por um grupo finito @, isomorfo a um subgrupo de SL(2, Zyn+m) x Cs.
Cabe notar que o problema para descrever explicitamente Qut(K (p™, p™)) nestes casos
se deve a dificuldade de encontrar os geradores de F; ver [27]. Mas de qualquer
forma, se F' for abeliano maximal, entao Out(K (p™,p™)) serd um grupo cristalografico.
Devemos entao verificar se a acao de () sobre F' é fiel.

Vimos que se P for um grupo abeliano finito, o grupo das unidades U(ZP) é
isomorfo a £P x F, onde F' é um grupo abeliano livre de posto finito. Além disso,
para todo x € P, as unidades da forma +x sao chamadas unidades triviais de ZP.
Abaixo vamos descrever como construir unidades nao triviais; ver [26], [27].

Seja C', o grupo ciclico de ordem n > 3. Para cada divisor d de n, fixamos um

elemento z; de ordem d em C),. Se ¢ denotar a funcao de Euler, entao um elemento
de ZC,, da forma

1 — g9

bi,d = (1 +xqg+ ...+ Z'Z_I)Lp(n) + d XTd,

onde (i,d) =1,i>1edg=1+z4+...+2%"

, ¢ uma unidade de ZC,,, chamada
unidade ciclica de Bass.

Apesar de em geral nao ser possivel explicitar os geradores para F', quando P for
abeliano, as unidades ciclicas de Bass podem nos dar informacoes sobre a acao de @)

sobre F'.

Teorema 3.9 (Bass [27]) As unidades ciclicas de Bass {biq | 1 <i < d/2,(i,d) =
1,d/n} geram um subgrupo livre de tor¢ao de indice finito em U(ZC,,).
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Teorema 3.10 (Bass, Milnor [27]) Sejam P um grupo abeliano finito e U(ZP) o
grupo das unidades do anel de grupo ZP. Entao o subgrupo

(U(ZCy) | Cy < P, Cy ciclico)
possui indice finito em U(ZP).

O Teorema acima de fato nos diz que as unidades ciclicas de Bass de U(ZP) geram
um subgrupo livre de tor¢ao de indice finito em U(ZP). Entao devemos verificar a
acao de @ sobre as unidades ciclicas de Bass de U(ZP).

Seja agora um [A-automorfismo o,, dado por

Ou: G+ acr;

b — be.ro,

onde c.r,c.ro € G'. Temos que o, dd origem a um elemento de U;(ZP), dado por

u=(1+r7r(b—1)—ry(a—1)). Sejam « e § dois automorfismos de G dados por

Q: arra G: ara
e
b ab b bt

Ambos os automorfismos acima induzem de forma natural homomorfismos em U(ZP),

que também vamos denotar por « e 3. A acao de « sobre o,, por conjugacao, é da

forma
aloya: a - a ac™ — ac(c)®r)
b — a'b = c a7 = a(c)Tba(c)),
Agora afc) = ¢ e vamos ter (a)a 'o,a = ac®™) e (b)alo,a = b2 belr) A

unidade de U(ZP) obtida sera

T+ a(r)b—1)— (a(ry) —ba(r))(a—1) =1+ a(r)(ab—1) — a(r)(a —1)

= a(u).

Entdao a lo,a = Oa(u)- Da mesma forma podemos mostrar que B o8 = OB(u)-
Desta forma a acao de () sobre F' é dada pela acao induzida pelos automorfismos que
compoem a contra-imagem de ), sobre o subgrupo de U(ZP) correspondente a F.
Vimos no inicio deste Capitulo que Out(G) possui um subgrupo finito, isomorfo a
C(V)/Iyv(G), onde C(V') é o centralizador de V em Aut(G). Além disso, C'(V) /Iy (G)
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é isomorfo a H'(P,V), o primeiro grupo de cohomologia. Agora, como F ¢é livre de
torgao, entao () possui um subgrupo abeliano N isomorfo a H(P,V), e se conside-
rarmos a acao de () sobre F' como descrita acima, podemos facilmente verificar que

N age trivialmente em F, enquanto ()/N age fielmente em FFN/N. Entao :

Teorema 3.11 Seja G = K(p™,p™), com (p,n,m) # (2,1,1),(3,1,1),(2,1,2), (2,2, 2).

Entao Out(G) satisfaz a sequéncia exata curta
0— N — Out(G) - R — 1,

onde N ¢é isomorfo a um subgrupo abeliano de SL(2,Zpn+m) x Cy e R € um grupo

cristalogrdfico com point-group isomorfo a Q/N.

Em particular, quando m = n vimos que @ = SL(2,Zy2) x Cy. Temos também

que existe um epimorfismo natural de @) em SL(2,Z,n) x Cy, cujo nicleo K é gerado

1 10 14p" 0
) € .
0 1 oo 0 1—pn

O grupo K ¢é isomorfo a Cpn X Cpn X Cpn. Podemos notar que todo elemento de K age

por

trivialmente em F' e que os automorfismos que induzem os elementos de K também
agem trivialmente em V. Logo K = N e Q/N = SL(2,Z,n) x Cs.

Entao, quando (p,n) # (2,1),(3,1),(2,2), existe a seguinte cadeia de subgrupos
normais para Aut(K(p",p")) :

{1} = Ny S Ny < Ny I N3 < Ny = Aut(K(p", p")),

onde Ny = I(K(pn,pn)) = K(pn,pn), NQ/Nl = HI(P, V) = Cpn XCpn XCpn, Ng/NQ =
F, grupo abeliano livre de posto finito, e Ny/N3 =2 SL(2, Z,n) xCy. Além disso, Ny/Ny

é grupo cristalografico com point-group isomorfo a SL(2, Zyn) x Cs.
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Capitulo 4

Quocientes de K(p", p™)

Mostramos na Proposicao 2.1 do Capitulo 2 que todo grupo de Bieberbach com quo-
ciente derivado finito e point-group isomorfo a Cyn X Cpym possui um subgrupo isomorfo
a um quociente livre de tor¢ao de K (p",p™). Se denotarmos por A, , , 0 conjunto de
representantes de classes de isomorfismo de quocientes livres de torgao de K (p™,p™),

podemos tornar A, um conjunto parcialmente ordenado se considerarmos para

V Qla QZ € Ap,n,m7
Q1> Q<= INIQ tq —=0Q

Neste Capitulo vamos calcular A, ,, ,,, para alguns valores de p,n,m. Considere

entao
K", p™) = <a,b | (aP" )P (g ") Ha, b, ap”] , [[a, b],b”m] , metabelian0>.

Recordamos que K (p™,p™) é um grupo de Bieberbach de dimensdo p"*™ — 1, com
point-group isomorfo a Cpn X Cpm e quociente derivado isomorfo a Cpn+m X Cpnim. O
subgrupo derivado G’ de G = K (p™, p™) é abeliano livre de posto p"*™ —1, e se deno-
tarmos o comutador [a, b] por ¢, e a acdo de a e b em G’ por A e B, respectivamente,

segue que G’ é gerado livremente pelo conjunto
{cAB,0<i<p"0<j<p™(i,j)# (" —1,p" - 1)}

Além disso o subgrupo V = (a?", b*"  G') é o subgrupo de translagoes de G.
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Lema 4.1 Seja M o Q[%]-mo/dulo definido como M = Q®V . Entdao M se decompoe

em soma direta de

n pn -1
— 1

(m—n)p" + (p+ )]0_1

submodulos irredutiveis e nao equivalentes.

Dem. Como Q[g]—médulo, M é ciclico gerado por ¢. Utilizando o fato que para s > 1,
os polinomios d(x) e t(p°, x) sdo primos entre si, podemos obter decomposi¢io para
M da forma
M = M, ® My ® Mz & M,,

onde

M, = M.d(A)d(B), M, = M.t(p™, A)d(B)

M3 = M.d(A)t(p™, B), M, = M.t(p", A)t(p™, B).
Além disso temos que M.t(p", A)d(A) = M.t(p™, B)d(B) = 0. Logo o submddulo M,
é central em G, sendo desta forma trivial. Se s > 2, o polinémio ¢(p®,x) pode ser

fatorado como t(p*~%, x)t(pt,2?"""), para 1 < i < s — 1. Ento temos

),

onde os termos sao todos irredutiveis sobre Q. Vamos denotar por U; a matriz com-

s—1

t(p*,x) = t(p, 2)t(p, a”)t(p, 2% .. . t(p, a”

panheira do polinomio ¢(p, :vpjfl) e Id a matriz identidade. Como M ¢ ciclico gerado

por ¢, podemos entao encontrar base para M, tal que [A] = Id e

Ui
Us

Un

Do mesmo modo, existe base para Mj tal que [B] = Id e

Entao temos que M, e M3 se decompoem da forma
m n
M2 = @ng e M3 = @ng,
j=1 j=1
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onde os submédulos My, e Mjs; possuem dimensdo p’~'(p—1). A acio de a e b nestes
submodulos é descrita pelas matrizes acima.

Temos ainda que encontrar a decomposicao para M;. Em M;, A e B possuem como
polinémios minimais t(p", x) e t(p™, x), respectivamente. Se fizermos a extensao do

corpo Q por B, temos

Se estendermos o anel Q[B] por A, teremos

m

m n
Q[B[A] = P QlU;)[A4] = D P AUV

j=1 j=1 i=1
Agora é simples verificar que estes submédulos se decompoem em soma direta de
submédulos irredutiveis. A forma em que foram construidos nos leva a conclusao que

sao todos nao equivalentes.

Segue da Proposi¢ao 2.6 de [26], que descreve a estrutura da &dlgebra Q[%], que
o numero de submoédulos irredutiveis de M ¢é igual ao nimero de subgrupos ciclicos
nao triviais de Cpn X Cpm. O resultado segue entao da demonstra¢ao do Lema 3.6 do

Capitulo 3. =

Note que temos (b?™)¥®) = [(b*"),b] = e = [(a®"),a] = (a?")¥?. Agora, como
ker(d(B)) = Mj e ker(d(A)) = My, temos

b”mGMgea”nEMg.

Lema 4.2 Sejam G um grupo de Bieberbach, com subgrupo de translagoes V', e Ny,
Ny dois subgrupos normais de G, tais que G/Ny e G/Ny sdo ambos livres de tor¢ao.
SeQ®e (NiNV)CQ® (N,NV), entao Ny < Ns.

Dem. Vamos denotar por R; o médulo Q® (V; NV). Como (N;NV) e (NoNV) sdo

submédulos puros de V', temos que

Sejan =[G :V]. Se z;y € Ny, entao 27 € NyNV C NoNV. Mas como G /N, é livre

de torcao e 7 € Ny, devemos ter z; € Ny e Ny < Ns. [
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Vamos entao descrever o método que vamos utilizar para calcular os quocientes
livres de torcao de K (p™,p™). Seja N um subgrupo normal nao trivial de K(p™,p™).
Temos que {e} # NNV < K(p",p™) e desta forma R = Q® (N NV) é submddulo
nao trivial de M. Agora pelo Lema 4.1, temos que M se decompde em soma di-
reta de ((m —n)p" + (p+ 1)’%) = k submodulos irredutiveis e nao equivalentes.
Entao segue do Teorema de Krull-Schmidt que R serd igual a soma de alguns destes
submédulos. Teremos 2% — 1 casos a estudar (excluimos o caso trivial).

Suponha entdo que para um possivel caso para R, encontramos N < K (p", p™)
ex € K(p",p™), taisque R = Q® (NNV)eaxz ¢ N, mas com z° € N. Entao
K(p",p™)/N nao é livre de torcao, mas podemos definir N como o fécho normal em
K(p",p™) de (N, z) e repetir a analise com o subgrupo N. E claro que podemos ter
R = Q® (NNYV) diferente de R. Além disso, se  for um gerador de K(p",p™),
entdo o quociente K (p",p™)/N seré ciclico finito. Por exemplo, vimos que a?” € M,
e bP" € Ms. Entao se My ou Ms estiverem contidos em R, teremos uma poténcia de a
ou b contida em N, o que nao serd possivel. Vamos entao procurar por poténcias dos
geradores para que possamos eliminar algumas possibilidades para R. Além disso,
segue do Lema anterior que para cada caso de R analisado, existe no maximo um
N QK@ p™) com Q® (NNV)=Re K(p",p™)/N livre de torgao.

Utilizando o método descrito acima, vamos calcular nas proximas secoes a lista
de quocientes livres de torgao dos grupos K(p,p?), K(2,8) e K(4,4). Para o grupo
K (p,p™), vamos obter informagoes sobre os quocientes derivados de seus quocientes
livres de torcao. Através deste estudo, obtemos algumas propriedades gerais de gru-
pos metabelianos, livres de torcao, com quociente derivado finito. O problema para
estendermos os calculos para o caso geral se encontra no crescimento exponencial das

possibilidades para o submddulo R =Q® (NNV).

4.1 Quocientes derivados de elementos de A, ,,

Vamos estudar os quocientes livres de tor¢ao de K (p,p™). Neste caso nao vamos ex-
plicitar todos os quocientes, mas apenas obter informacoes sobre os quocientes deriva-
dos de elementos de A1 .

Se V' é o subgrupo de translacoes de K (p,p™) e U; denota a matriz companheira

do polin6émio ¢(p, x”jfl), vimos que M = Q®V se decompde em soma direta de mp+1
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submédulos irredutiveis, nao equivalentes da forma,

p—1 m m
M:@@Mui . 1M2j@M37
=

i=1 j=1

onde Mj, tem dimensdo igual p’~'(p — 1), com [A] = U;-.pjfl e [B] = U;. My; tem
dimensao p’'(p — 1), com [A] = Id e [B] = U;, e M3 tem dimensao p — 1, onde
[A] =U, e [B] = Id.

Lema 4.3 Seguindo a nota¢ao acima, temos que
(U,bk)pm € Mllia
para 1 <i<p—1ek+i=p", e
(U/bkpjil)pm € M21 D...D MZ(j—l) &) Mljia
para 1 <i<p—-1,2<j<mek+i=pnith,

Dem. Vamos mostrar que ((ab?)P™)(@=*") = e se k+r = p™. Como ambos os elementos
(ab®)P" e bP" estao contidos em V, eles devem comutar. Logo (ab¥)P” comuta com

WP (abf)t = pP" kal = bra”!, e temos
(")t = e
Podemos conjugar a expressao acima por a, e obtemos
(@)™ = e

se k+r=pm.
Agora seja r = ip’~!, onde 1 < i < p — 1. Pela decomposiciao que obtivemos para
M, temos que
ker(A — B? ') = My @ ... & My_1) @ My,

quando 2 <7 <m,e
ker(A — B') = My,

quando j = 1. De fato, A age como B? ™" em M, e como Id em My, 1 < s < m.
Por sua vez B age como a matriz companheira de t(p,z”"”) em M,,. Logo, para

1<s<j—1, B”"" também vai agir como Id.
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Entao temos
(abk)pm S ker(A - BZ) = Mni

paral<i<p—1lek+i=p™ e
(b )" € ker(A = BY ) = My @ ... @ My 1) @ My,

paral <i<p—1,2<j<mek+i=pnitl [ ]

Em [15], Gupta e Sidki investigam a existéncia de grupos metabelianos livres de
torcao com quociente derivado abeliano elementar finito. Primeiramente eles mostram
que K(p,p) ndo possui quocientes proprios livres de tor¢ao. Além disso, provam o

seguinte Teorema.

G
GI

Se H ¢ subgrupo de G tal que G = G'H, entao H' = HNG'.

Teorema 4.4 [15] Seja G um grupo metabeliano com = wm p-grupo finito, p primo.

Utilizando o Teorema acima e o fato que K (p,p) nao possui quocientes préprios
livres de tor¢ao, eles mostram que um grupo metabeliano finitamente gerado, livre de
tor¢ao, nao pode ter quociente derivado isomorfo a C), x C},. Além disso, eles apre-
sentam uma familia de grupos metabelianos G(p, k), com quociente derivado abeliano
elementar de posto k. G(p, k) é livre de torgao se, e somente se, k = 3 e p for impar, ou
k > 4, p primo qualquer. O problema da existéncia de grupo metabeliano finitamente
gerado, livre de torcao com quociente derivado isomorfo a Cy x Cy x C5 continua ainda
em aberto.

Se trabalharmos com quocientes de K (p, p™), podemos investigar as possibilidades
para grupos metabelianos finitamente gerados, livres de torcao, tendo como quociente

derivado um p-grupo finito 2-gerado.

Proposigao 4.1 Para quaisquer 2 < i,5 < m + 1, o grupo K(p,p™) possui um

quociente livre de tor¢ao com quociente derivado isomorfo a Cpi X Cp.

Dem. A demonstracgao sera por inducao sobre m. Se m =1, entao temos i = j =2 e
a Proposigao é valida, ja que K (p, p) possui quociente derivado isomorfo a Cp2 x Cpe.
Seja entao m > 2. Como K (p,p™) possui quociente livre de torcao isomorfo a

K(p,p™ '), temos por inducao que K(p,p™) possui quociente livre de tor¢ao com
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quociente derivado isomorfo a C: x Cp;, para quaisquer 2 < 4, j < m. Como o quo-
ciente derivado de K (p, p™) é isomorfo a Cpm+1 X Cpm+1, precisamos apenas encontrar
N < K(p,p™), tal que K (p,p™)/Ny seja livre de torgao e tenha quociente derivado
Cpe X Cpmt1, para 2 < k < m.

Para 2 < k < m, seja Ny o fécho normal em K (p,p™) do subgrupo gerado por
(a”)t(”kfl’bpmﬁ_k). E claro que N, estd contido no subgrupo de translacoes V de
K(p,p™), e que K(p,p™)/Ni possui quociente derivado Cpr X Cpm+1. Temos entao
que mostrar que K (p,p™)/Nj é livre de torgao.

Vimos que a? € M, e que B age como a matriz companheira de (p, xpjfl) em My;.

Como #(p"~1, """ ") se fatora da forma

m+1—Fk

tpF T = t(p, b ). t(p, B ) (p, BT,

temos que
ker(t(pk_l, Bperlik)) = M2(m+27k) D...0D MQm,

m+1—k

e o elemento (ap)t(”k_l”’p ) estd contido em My @ Moy @ . . . ® My(m 1), possuindo

componentes nao nulas em cada um destes submodulos. Logo
Q& Ny = My & My ® ... & My(rpp1-p)

e N, possui posto Y70 F pi(p — 1) = pmHi=Fk — 1.
Considere entao

m+1—k m+1—k pm+17k)pkfl_1

(ar) @) = gP(aP)Y - (ar)®
= pFla? + c.t(p, A)t(p™ 'k, BY(ph-t, BT
=pF el + (14 ...+ A1+ ...+ BTN (R = 1)+

o (BT,

—1 gpmtl=ky; . L.
e 0 < i < pmH=F — 2] constitui uma base para Nj.

"I onde £(b) €

— 2. Se construirmos a matriz dos geradores de V/Nj

O conjunto {(a?)!®
Entio os elementos de N, podem ser escritos como (a?)!?*™" "
Zb], de grau no maximo p™+1-*
na forma Normal de Smith, é simples de verificarmos que V/Nj, é livre de tor¢ao. De
fato, vamos exemplificar a andlise com o grupo K(2,8) e com N, o fécho normal em
K (2,8) do subgrupo gerado por (a2)+t".

O subgrupo N, é abeliano, de posto 3, tendo como geradores livres os elementos

(a2)1+b4 (a2)b+b5 (a2)b2+b6
) ) *
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Se escrevermos os elementos acima em funcao da base de V, e construirmos a matriz

dos geradores de V/Ny, teremos

201111111100¢0¢0F©0
20221111111 10¢00
202222111111 110

Note que a ultima posicao nao nula da ultima linha é preenchida por 1 e pertence a
uma coluna em que todas as outras entradas sao nulas. Desta forma podemos efetuar
operacoes elementares com suas colunas e zerar todas as outras entradas desta linha,
sem que haja nenhuma modificacao com as outras linhas. Mas agora a penultima
linha também terd esta caracteristica. Logo podemos repetir este processo com todas

as linhas e vamos obter uma nova matriz, equivalente a matriz acima, da forma

10000O0O0O0OO0OOOO0OOO0OO0
01 000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0GO 0O
00100O0O0OO0O0OO0OO0OO0O0GO0O

Logo V/N; é livre de tor¢ao. O caso geral serd semelhante. A tltima linha da matriz
de geradores de V/ N apresentard as mesmas caracteristicas do caso acima, e podemos
fazer as operacoes necessarias com suas colunas para obter o resultado.

Entao para provarmos que K(p,p™)/Ny é livre de torgao, basta mostrarmos que
nao existe g € K(p,p™)\V, tal que g*" € Nj.

Recordamos que os elementos p™aP e pb?" estdo contidos no subgrupo derivado
de K(p,p™). De fato, temos p™a? = —c.t(p, A)l(p™, B) e pb?" = c.t(p™, B)l(p, A).

Podemos entao escrever

c.APTIBP" 2 = —pma? — ¢ (t(p, A)l(p™, B) — APT'BP"7?)

c.APEBP" T = pb?" — e (t(p™, B)l(p, A) — APTZBPT L),

Todo elemento g € K (p,p™) pode ser escrito como g = a‘b’v, onde 0 < i < p — 1,
0<j<p®"—1ewveV. Entao
" = (a’bv)P"
pm—1

= ip™'aP + jOP" — c.t(j, B)t(i, A) ]; t(k, AV Bk + v.t(p™, AiBY)
=1
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e devemos verificar se a equacao

p"—1 o o
ip™ taP + j0P" — c.t(j, B)t(i, A) > t(k, ANBI* 1+ y.t(p™, A'BY) =
k=1
= pk—l(ap)f(b) + c.t(p, A)t(pm—l—l—k, B)l(pk—l, Bpm+1*k)f(B)

possui solu¢gao. Como o grau de f(b) é no maximo p™*+!=*

m+1—k

— 2, 0 termo com maior
k—1 4 s . — — ~
soma de expoentes em (aP)!P" b /) serd no maximo c.AP~'BP" 3. Entao o

termo bP" nao aparecerd na expressio
_ _ _ m+1—k
P (@) O 4 ct(p, At(p™ T B BT (B).

Logo p deve dividir j, ji que se o termo b?" surgir na expressio

p—1
—ct(j, B)t(i, A) > t(k, A)B™* + v.t(p™, A'BY),
k=1

serd com coeficiente miltiplo de p. Entdo temos g = a'b/'?v e

pm7171
= ip™2aP + V" —ct(j'p, B)t(i, A) Y t(k, A)Bot(p" ABT) € V.

k=1

m—1

gp

Podemos repetir o argumento m vezes, e concluir que p™ divide j. Entdo g = a’t’,

v' e V,egP eV. Logo a equacao pode ser reescrita para g” como
g" = ia” +v't(p, A') = p* (@) + ct(p, A" K, B, BT £(BY),

e utilizando o mesmo argumento com a?, finalmente podemos concluir que p divide ¢

e g € V. Entao K(p,p™)/Ny é livre de tor¢ao, com dimensao
Tk(V) o Tk(Nk) — pm+1 — 1= (pm+1—k o 1) — pm—i—l o pm—l-l—k — pm—l-l—k(plc o 1)'

Note que como K (p,p™), o quociente K (p,p™)/Ny também possui point-group iso-

morfo a C, x Cpm, pois niao é isomorfo a um quociente de K (p,p™™'). [ |

Observagao:  Vimos no Capitulo 2 que o grupo K(p, p™) possui quociente livre de
torcao isomorfo a K (p,p™) para todo 1 < m' < m. De fato, se N, for o fécho nor-
mal em K (p,p™) do subgrupo ((ap)t(pm, b)) (bpm,)t(p’“), c, bpm,D, temos K (p, p™) /Ny =2

K(p,p™). Neste caso, para 1 < m' < m — 1, teremos

p—1 m m
Ry =Q® (Npw NV) :@ @ M, @ M.
=1 j=m'+1 j=m'+1
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Proposicao 4.2 O grupo K (p,p™) ndo possui quociente livre do tor¢do com quociente

derivado isomorfo a Cp X Cpm.

Dem. Sejam V' o subgrupo de translagoes de K (p,p™), M = Q®V e N um subgrupo

normal, ndo trivial de K (p,p™). Entdo R = Q ® (N NV') é submédulo nao trivial de
M. Vimos que M se decompoe em soma direta de mp + 1 submoddulos irredutiveis,
nao equivalentes, e que R é igual a soma de alguns destes submddulos. Suponha que
K(p,p™)/N seja livre de tor¢io. Pelo Lema 4.3, temos que (ab®)?" € M., para
1<i<p—1lek+i=pm™ Além disso vimos também que b*" € M;. Entdo temos
Ms, My, € R. Vamos dividir as possibilidades para R em 2 casos.

Primeiro vamos supor My ¢ R. Neste caso, segue do Lema 4.2 e da observacao
anterior a esta Proposi¢ao que K (p, p™)/N possui quociente isomorfo a K (p, p). Como
K(p,p) possui quociente derivado Cj2 x C)e, é claro que K(p,p™)/N nao pode ter
quociente derivado C), x Cpm.

Vamos supor agora que My C R. Se m = 1, entao estd claro que K(p, p™)/N nao
é livre de torcao, pois a? € M. Seja entao m > 2. Verificamos quais dos submodulos
Mo, , My estao contidos em RR. Pelo Lema 4.3 temos que Mjs, nao pode pertencer a
R, ja que (ab*P)P" € My & Mg, paral <i<p—1lek+i=p™ ' Se My C R,
fazemos a mesma verificagao com os submdédulos M3, My, e assim sucessivamente.
Como a? € My, temos que existe 2 < s < m, tal que My @ ... ® My,_1) C R, e
My, Mys R, paral <i<p—1.

Agora vamos aplicar a Proposi¢ao 4.1 com o grupo K(p,p*). Se N, for o fécho
normal em K (p,p°) do subgrupo gerado por (a”)t(”’bpkl), entao H = K (p,p®)/N; é
livre de torcao e possui quociente derivado isomorfo a Cp2 X C)e41. Mas novamente
segue do Lema 4.2 e da observagao anterior que K(p,p™)/N possui um quociente

isomorfo a H, nao podendo desta forma ter quociente derivado C), x Cpm. [ ]

Teorema 4.5 FExiste um grupo metabeliano, finitamente gerado, livre de tor¢ao com

quociente derivado isomorfo a Cyn X Cym se, e somente se n,m > 2.

Dem. De acordo com a Proposicao 4.1, precisamos apenas mostrar que nao existe
grupo metabeliano finitamente gerado, livre de torcao com quociente derivado iso-
morfo a C) x Cpm, para m > 1. Suponha entao que exista grupo metabeliano G nas

condi¢oes acima, com G/G' = C, x Cym. Se x,y sao geradores de G modulo G’ e
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H = (z,y), entao segue do Teorema 4.4 que H é um grupo de Bieberbach, 2-gerado,

metabeliano, com % ~ g = (), x Cym. Além disso, pela Proposi¢ao 2.1 o grupo

H deve ser isomorfo a um quociente livre de tor¢ao de K(p,p™). Mas a Proposigao
. . my L~ . . . .
anterior nos diz que K (p,p™) nao possui quociente livre de tor¢do com estas carac-

teristicas e chegamos assim a uma contradicao. ]

4.2 Quocientes de K (p,p?)

Vamos calcular os quocientes livres de torcao de
K(p,p?) = (a,b | (@), 07")%), [[a,1], "], [[a,], "] , metabeliano) .

O grupo K(p,p?) é um grupo de Bieberbach de dimensao p* — 1, com point-group
isomorfo a €}, x Cp2 e quociente derivado isomorfo a Cps x Cps.
Se V' é o subgrupo de translagoes de G = K (p,p®), vimos na segao anterior que o

Q[&]-médulo M = Q ® V se decompde da forma

p—1 2 2
1 = D s, Py
]:

i=1 j=1

onde Myy,, My e Mz possuem dimensao p—1, e My, Moy possuem dimensao p(p—1).
A acado de a e b nestes submodulos foi também descrita na secao anterior.

Temos WP° € M; e a? € M,. Além disso, (aP)PY) € My, e (aP)UPY) € My, sendo

que os dois elementos nao nulos. Além disso, segue do Lema 4.3 que
(ab*)”" € My,
paral<i<p—lek+i=7p%e
(abkp)p € Mo, & Moy
paral <i<p-—1ek+i=p. Para este ultimo caso, temos
((ab®P)P)t®t") = (qP){P") 4 kpb?® — c.t(kp, B) Ift(i, A)(B*)it(p, B*)
= (a?)!Pb") 4 fpb?? -
—c.(1+ B + ...+ B**"\¢(p, B)t(p, B?) pf t(i, A)(B*P)?
= (a?)!0P) 4 kpb?® — ke.t(p?, B)l(p, A) -

= (ap)t(p,bp) c M217
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e temos que 0 # ((ab®)P)!Pb) € M, ..
Lema 4.6 Para 1l <i<p—1, temos (bp)t(p’“i) € Moy ® Mo, , onde itk = 1mod p.

Dem. Utilizando a notacao aditiva, temos

-1
(b)) =0 — ct(p, B)H, A) Y t(j, A)YB .

1

=

<.
Il

~1)(a—bkP)

Se mostrarmos que (b”)t(”’“i)(“ = 0, entao segue que (b”)t(p’“i) € My @ My ®

M5, . Primeiro calculamos

(BP)pat)a=1) = (?)a=1 _ ¢ t(p, B) (AP — 1) ?Qit(ia AP)BPlr-1-9)
= —c.t(p?, B) — c.t(p, B) ?:(Aiﬂ' — 1) Brp=1-4)
= —c.t(p?, B) + c.t(p, B)t(p, B?) — c.t(p, B) Y7y AU Br(=1-0)
= —c.t(p, B) Z;’;; Al gplp—1-j)
Agora, se fizermos s = p — 1 — j, teremos
(b)) D@0 = ¢ t(p, B)(A — B*) Y ) AW B 1)
= —c.t(p, B) P, Altp=1=s)+1pps ¢
+et(p, B) Y2, Aip=1=9) pplsth)

Apés reordenarmos os termos de c.t(p, B) Z’s’;é Ailp=1=5) Bp(s+k) " teremos

c.t(p, B) YP_h Alv-1=9) gp(sth) - — ¢ t(p, B) S 2P L Ailp—1-9) gplsth)
= c.t(p, B) pfl o Ailp=l=s+k) pps
—Ct( )Zp 11421)13)—1—1Bps

pois ik = 1mod p. Entdo (b)ipa)e=1)(a=b"7) — ( ¢
(bp)t(p’ai) € Mo @ Moy @ Mo, .

Para mostrarmos que (b?){P%) € My, @ M, , basta provarmos que (b?)HPe)Hp:b") — .

(Y10 e, B B 4) S 1, )0
= pb”" = ct(p?, B)H(i, A) 25 0, AY)
= pb?" — c.t(p?, B)i(i, A)l(p, AZ)-
Agora temos c.l(p, A)(A* — 1) = c.(t(p, AY) — p) = c.(t(p, A) — p) = c.d(A)l(p, A).
Entao
(U, AV, A) — 1(p, A))d(A) = 0,
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e c.l(p, A)t(i, A)—c.l(p, A) € M,. Desta forma temos c.l(p, A)t(i, A) = c.l(p, A)+mso,

onde my € My. Mas como my.t(p?, B) = 0, temos

()10 = b — (2, BYi(i, A)l(p, AY)
= pb?* — c.t(p®, B)l(p, A) = 0.

Deste modo, para 1 < ¢ < p — 1, temos (b”)t(”’“i) € My @ M, , onde ik = 1mod p.
Além disso, é simples verificarmos que este elemento possui componentes nao nulos

nestes dois submodulos. ]

Proposigao 4.3 O grupo K (p, p?) possui %—1—2 quocientes proprios, nao isomorfos,

lvvres de torcao.

Dem. Novamente, considere N I G = K(p,p*) e R = Q® (N NV). Vimos que R sera

soma de alguns dos submddulos irredutiveis obtidos na decomposicao de M. Como
sao 2p + 1 submddulos irredutiveis, temos que analisar 22T — 1 casos (excluimos o
caso trivial) para R. Segue do Lema 4.2 que para cada caso de R analisado, existe no
méximo um subgrupo noramal N com Q ® (NNV) = R e < livre de torcao.

Como b € M; e (ab’“)f”2 € My, onde k + i = p?, j& vimos que nao poderemos
ter Ms ou M;;;, C R. Temos entao 2P+l 1 casos para estudar. Primeiramente se
My, C R, segue do Lema 4.3 que nao poderemos ter nenhum outro submodulo de M
contido em R. Seja entdo N = ((a?)!®¥))G E claro que Q ® N = My,. Agora na
Proposicao 4.1 mostramos que

% ) <a, b | (ap)t(p,bp), (bp2)t(p,a), ([, b], @], [[a, b] ,bpz] , metabelmn0>

é grupo de Bieberbach, de dimensao p* — 1 —p+ 1 = p? — p, com point-group
isomorfo a C), x Cp2 e quociente derivado Cp2 X Cps. Note que o grupo acima nao
possui quocientes livres de torcao, sendo minimal quanto a esta propriedade. Vamos
denotar este grupo por T),.

Agora R pode ser soma de quaisquer dos submédulos My, e M. Temos entao
2P — 1 casos a estudar. Se encontrarmos N <V tal que Q@ N =R e % seja livre de
torc¢ao, sera suficiente, ja que segue do Lema 4.2 e da observacao apds a Proposicao 4.1
que o grupo % possui um quociente isomorfo a K (p,p), com nicleo do epimorfismo

v

contido em ¥
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Seja R igual a apenas um destes submdédulos, por exemplo Mss. Se N = ((ap)t(p’b)>G,
entao Q ® N = My, e se computarmos a matriz dos geradores de % na forma Normal

de Smith, podemos mostrar de modo semelhante a demonstracao da Proposicao 4.1

v

~ € livre de torgao. Entao

que

% o~ <a, b | (a?)!®D) (17" 1) [[a,b], a], [[a, b] ,bpz] : metabelmn0>

é grupo de Bieberbach, de dimensdo p* — 1 —p*+p = (p>+1)(p — 1). Também
possui point-group isomorfo a C, x Cp2 e quociente derivado isomorfo a Cpz x Cps.
Todos os outros casos para R igual apenas um destes submaddulos serao isomorfos
ao caso acima, pelo isomorfismo induzido pelo automorfismo de K(p,p*) da forma
a +— ab?, b — b; ver Capitulo 3. Vamos denotar este grupo por 7;.

Supor agora que R seja soma de dois dos submédulos Myy,, Map. Se p = 2,

p

2) possibilidades, mas utilizando o

devemos ter % >~ K(2,2). Se p for impar, temos (
isomorfismo induzido pelo automorfismo dado acima, podemos supor que My, C R e

_ p-1

teremos assim apenas %(’2’) = E5= casos a analisar. Vimos que

(bp)t(p’ai) € My @ M, ,

onde ik = 1mod p. Seja entdo Ny, = ((a?)'®?, (b)) PN para 1 < k < L,
Podemos novamente mostrar que le é livre de torcao, ja que Ny é submodulo puro de
V. E como N% possui K (p,p) como quociente, com o nicleo do epimorfismo contido

v
em -, temos que

G ; >
o~ p t(pyb) t(paal)
G (] (@), ()0, 7

)P la,b], a?], [[a, b] ,b”2] , metabeliano>

é grupo de Bieberbach, de dimensao p* —1—2(p? —p), com point-group isomorfo
a €, x U2 e quociente derivado Cp2 X Cp2. Temos p—;l grupos e utilizando o Teorema,
1.7 do Capitulo 1, podemos mostrar que eles sao todos nao isomorfos, ja que nao existe
homomorfismo semi-linear (f, o) entre os respectivos subgrupos de translagoes, com

f(m.A*B7) = f(m).c(A'B’). Vamos denotar estes grupos por Ty, Thy, ..., Thi,,

p—1
-

Se R for soma de n dos submddulos Myy;, My, 3 < n < p— 1, utilizando o auto-

onde i, —

morfismo definido anteriormente, podemos supor My C R e teremos assim %(Z) =ip
quocientes livres de tor¢ao, nao isomorfos (novamente pelo Teorema 1.7), definidos

da seguinte forma: Para cada n, obtemos Ry, 1 < k < i,, e definimos N, =V N Ry.
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K(p,p)

Figura 4.1: A,

Entdo Nj é submédulo puro de V e -~ serd livre de torcao. Como % possui quo-

Ny N,
. . , . . % G
ciente isomorfo a K (p, p), com nicleo do epimorfismo contido em s temos que -

grupo de Bieberbach de dimensao p?® — 1 — n(p? — p). Além disso, G/K}, possui

é

point-group isomorfo a C), x C)2 (sendo seria isomorfo a K (p, p)) e quociente derivado
isomorfo a C2 X Cp2. De fato, sao todos quocientes de alguns dos T5; definidos acima
e possuem K (p,p) como quociente. Mas ambos possuem quociente derivado isomorfo
a C,2 x (2. Vamos denotar estes grupos por T,,,...,T,;, .

Finalmente se R for soma dos p subméddulos Mss, M;s;, teremos isomorfo a

G
N
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K (p,p). Temos entao o reticulado de A, 2, 0 conjunto dos quocientes livres de tor¢ao,
nao isomorfos de K (p, p?) (Figura 4.1). Temos entao 21;%2+2 quocientes préprios livres
de torcao. Notamos que Ty e K(p,p) sao os que nao possuem quocientes proprios

também livre de torcao. ]

Vamos descrever explicitamente os quocientes para p = 2 e 3. Considere
K(2,4) = {a,b | ()9, (52 [[a,b], 5", [[a, b}, 2], metabeliano).

O grupo K(2,4) tem dimensao igual a 7, point-group isomorfo a Cy x Cy e quociente
derivado isomorfo a Cg x Cs. Temos 3 quocientes préprios, nao isomorfos, livres de
tor¢ao de K(2,4), a saber :

Hy = (a,b | (a®)™*, (v")!*), [[a,b],b"], [[a, b], a®], metabeliano)
H2 = <a7 b | (a2)1+b7 (b4)t(2,a), [[aa b]a b4]7 [[aa b]a a2]7 metabeliano>
H3 = K(2, 2)

K(2,4)

H1 H2

K(2,2)

Figura 4.2: Ay 9

Os grupos H; e Hy possuem dimensao 6 e 5, respectivamente. Ambos possuem
point-group isomorfo a Cy x Cy e quociente derivado Cy x Cf.

Considere agora

K(3,9) = (a,b | (a®)", (0°)"9 [[a,b],b%], [[a, b], *], metabeliano).
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O grupo K (3,9) tem dimensao igual a 26, point-group isomorfo a C5 x Cy e quociente
derivado isomorfo a Cy7 X Cy7. Temos 4 quocientes préprios, nao isomorfos, livres de
torcao de K (3,9) :

@), ()65, [a, ], ], [[a,b] a”], metabeliano)
@), (1)), [a, ], 1], [[a,b] a”], metabeliano)
a3>t ), (7)), (57)5, [0, )., [a. B, a"]. metabeliano)

K(3,3)

Figura 4.3: Az 9

O grupo P; tem dimensao 24, point-group isomorfo a C'3 x Cy e quociente derivado
Cy x Cy7. O grupo P, tem dimensao 20, point-group isomorfo a C3 x Cy e quociente
derivado Cy x Cy7. O grupo P3 tem dimensao 14, point-group isomorfo a C3 x Cy e
quociente derivado Cy x Cy. Temos entao o reticulado para Az, o (Figura 4.3).

Note que apesar de termos para p impar casos em que obtemos quocientes com
point-group isomorfo a C, x C)2 e quociente derivado isomorfo a C)2 X C)2, isso nao

ocorre quando p = 2.
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4.3 Os grupos K(2,8) e K(4,4)

Como ja haviamos apontado, o método utilizado para obter os quocientes livres de
tor¢ao de K (p",p™) torna-se muito trabalhoso com o aumento de p, n, m, devido ao
crescimento exponencial dos casos a serem analisados para R. Vamos agora analisar
os casos K (2,8) e K(4,4), que vao ilustrar bem as dificuldades que surgem.

Muitas vezes, utilizaremos resultados obtidos com auxilio do GAP [28] e de outros
programas de calculo de algebra linear. Na maioria dos casos, o tinico problema é
mostrar que para N < G, o grupo % é livre de torcao, ja que o quociente estudado

terd um quociente livre de torcao conhecido, com nicleo do epimorfismo contido em
v

~
Primeiramente seja

K(2,8) = (a,b | (a*)"®", (0%)" [[a,b],b%], [, ], *], metabeliano).

Temos que K(2,8) possui dimensao 2* — 1 = 15, point-group isomorfo a Cy x Cy e
quociente derivado isomorfo a Cig X Cig. O mddulo M = Q ® V se decompoe em

soma direta de 7 submoddulos irredutiveis, nao equivalentes,
M = My @ My ® M3 ® My © Moy & Moz @ Ms,

com a seguinte base :

My~ c.d(A)d(B)(B*+1)(B2+1) = ¢,
Ms— c.d(A)d(B)(B*+1)(B+1)=ey
c.d(A)d(B)(B* +1)(B+1)B = e;
Mis— c.d(A)d(B)(B2+1)(B+1) = e,
c.d(A)d(B)(B*> +1)(B +1)B = e;
c.d(A)d(B)(B%+1)(B +1)B? = ¢
c.d(A)d(B)(B%+1)(B + 1)B? = ¢;
Moy — ct(2,A)d(B)(B*+1)(B*+1) = f;
May— ct(2,A)d(B)(B*+1)(B+1) = [
c.t(2, A)d(B)(B* +1)(B+1)B = fs
My— ct(2,A)d(B)(B*+1)(B+1)=f4
c.t(2, A)d(B)(B2+1)(B+1)B = f;
c.t(2, A)d(B)(B2 + 1)(B+1)B* = f,
c.t(2, A)d(B)(B>+1)(B+1)B? = f,
M;—  cd(A)t8,B) =g.



Vamos encontrar ¢ = [a, b] em fun¢ao da base acima. Temos

(2, A)d(A) =2
Entao
16c = c.t(8,B)t(2,A) + c.d(A)d(B)I(8, B)l(2, A)
—c.t(2,A)

,A)+ ¢
d(B)Il(8, B) — c.t(8, B)d(A)l(2, A).
Também (2, A) =1, c.t(8, B)t(2,A) =0 e

[(8, B) =7+ 6B+ 5B%>+4B*+3B*+2B° + B¢
=(B*’+1)(B*+1)+2(B*+1)(B+1)+4(B+1)(B*>+1).
Entao
1 1 1 1 1 1

1
c= —1661 + §€2 + 164 - _16f1 - ng - Zf4 - —169-
Além disso temos

Cl2 € M21 D M22 D M23e [)8 € Mg.

Também podemos obter expressoes para outros elementos de M.

(ab)® =4da®>+b® —c. i t(i, A)B
i=1

= le; = (ab®)® = (ab®)® = (ab")® € My,
(ab®)*  =2a>+0®—c.(B+1)(B*+ B*1+ A) + B5(2 + A))

= tes+ qes + £ /1 = (ab®)* € Mo & My,
(ab*)? =a®+0® —c.(1+ B+ B*+ B*)B*

= je4+ g5 + 1€ + 167 + 15

+%f2 + %f3 € My & My & M3
[c,b'] =c.(—1+ BY)

= —3ei+ 351 € M3 ® Moy
[c,0?] =c.(—1+ B?)
—tes — jes+ e+ 1o

+1f1— 116 € Mio ® M3 & Mo & Mos
(bHte =p8 —c.(1+ B+ B? + B?)

= —tes — €5 — teg — 17 + 1/

+ifs 4+ 1fe + 1fr=—(b")(b") € Mi3 ® Moy
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((ab®)?)'* =2a> — ¥ +c.(1+A)(1+...+B")+1+ B+ B?+ B®)
= ies+ jea+ jee + 11— jfo € Mo @ Myz ® Mos
(1*)H)?2 =¥ —c.(1+ B)(1+ BY)
= —jes— s+ 1 fot [ f3 € M1y @ My,

Proposigao 4.4 O grupo K(2,8) possui 12 quocientes prdprios, nao isomorfos, livres

de torcao.

Dem. Sejam N 4 G = K(2,8) e R = Q® N. Vamos analisar as possibilidades
para o submédulo R = Q® (N NV). Sao 27 — 1 casos, mas vimos que b® € M; e
(ab)® € My;. Logo estes submdédulos nao podem pertencer a R e temos entao que
analisar 2° — 1 = 31 casos.

Obviamente R nao pode ser a soma dos 5 submoédulos Mia, Mi3, Moy, Moy, Mos.
Se R for soma de 4 deles, temos 5 casos a estudar, sendo que teremos apenas um caso
livre de torgao, que é isomorfo a K(2,2). Nos outros casos teremos as imagens de a,

ab? ou ab* de ordem finita.

Se R for soma de 3 dos submoddulos, temos 10 casos a estudar. Em 5 deles nao
conseguimos quociente livre tor¢ao (torgao nas imagens de a, ab* ou ab?). Outros 3
serao livres de tor¢ao, sendo um isomorfo a H; e dois isomorfos a Hs, grupos definidos
na secao anterior, quando estudamos os quocientes de K(2,4). Nos outros 2 casos,
teremos My @ Moy C R. Como ((b?)17%)2 € My & My, para que tenhamos um

quociente livre de torgao, devemos ter (b?)(b*)? = n; € N. Mas entao

(b4)1+a — (b4)(b2)a(b2)a
= banb’an € N,

e R devera ser soma de mais que 3 submédulos. Cairemos entao no caso estudado no

pardgrafo anterior (o quociente deve ser isomorfo a K (2,2)).

Se R for soma de 2 submddulos, teremos novamente 10 casos a estudar. Em um
deles (R = My @ M), teremos a mesma situacao que descrevemos no paragrafo

anterior (£ = K(2,2)). Em outro (R = M, & My;), teremos uma poténcia de ab?

em N, nao sendo possivel obter um quociente livre de torcao. Nos outros 8, podemos
encontrar N com % livre de torcao.

Primeiro podemos ter & = K(2,4). Depois, se N = ((a?)"**)¢, temos que &
possui quociente isomorfo a Hy. O nicleo da projecao esta em %, e se computarmos

52



a matriz de geradores de %, podemos mostrar que % é livre de torcio. Desta forma

N
% serd extensao de grupo livre de torcao por grupo livre de torcao, sendo entao um
grupo de Bieberbach de dimensao 15 — 6 = 9, com point-group isomorfo a Cy x Cy e
quociente derivado isomorfo a Cy x Cis.

Se N = (((ab")?)'"**)¢, temos que < serd isomorfo ao grupo acima pelo isomorfismo
induzido pelo automorfismo de G, dado por a — ab* e b — b. Vamos denotar este
automorfismo por 7.

Se N = ((a?)'*?")C, teremos desta vez que £ possui quociente isomorfo a Hy. O
ntcleo da projecao esta em % e novamente podemos mostrar que % é livre de torcao.
Entao % é grupo de Bieberbach de dimensao 15 — 5 = 10, com point-group isomorfo
a Cy x Cg e quociente derivado isomorfo a Cy x (. Podemos também utilizar o
automorfismo 7 e obter outro caso (N = (((ab")?)'+7")&).

Seja agora N = ((a2)1+b4>G. Segue da Proposicao 4.1 que % é livre de torcao,
de dimensao 15 — 3 = 12, com point-group isomorfo a Cy x Cy e quociente derivado
isomorfo a Cy x Cys.

Para os ultimos 2 casos, se definirmos
N = (@), (@) ), B0,

teremos que % possui quociente isomorfo a H,, e novamente o nicleo da projecao

estd em % Podemos mostrar que % é livre de torcao e desta forma % é grupo de

Bieberbach de dimensao 15 — 6 = 9, point-group isomorfo a Cy x Cg e quociente
derivado isomorfo a Cg x Cg. O 1ltimo quociente sera isomorfo a este, utilizando

novamente 7.

Agora se R for igual a apenas um dos submédulos My, M3, Moy, Moy ou Mos,
temos 5 casos para estudar. Vamos ver que para cada um destes casos, podemos obter
N com % livre de torcao.

Primeiramente, se N = ((a?)( ) +HYG teremos que € tem H; como quociente.

v
N
é grupo de Bieberbach de dimensao 15 — 1 = 14, com point-group isomorfo

Z|I< z|Q

O nucleo da projecao estd em + e podemos mostrar que = é livre de torcao. Desta

€3
N
a (5 x (g e quociente derivado isomorfo a Cg x Cig.

forma

Se N = ((a®)IHNI+HNG teremos que & tem H, como quociente. Novamente o
nicleo da projecao esta em %, que ¢é livre de torcao. Entao % é grupo de Bieberbach
de dimensao 15 — 2 = 13, com point-group isomorfo a Cy x Cy e quociente derivado

isomorfo a Cs x Cys.
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Se N = (((ab®)*)'*)“, entdo < possui quociente isomorfo a Ha, e como nos casos
acima, podemos mostrar que N é livre de torcao e que N é grupo de Bieberbach
de dimensao 15 — 2 = 13, com point-group isomorfo a Cy x Cy e quociente derivado
isomorfo a Cs x Cys.

Cabe notar que estes 2 ltimos grupos nao sao isomorfos, pois o primeiro tem um
quociente livre de torcao de dimensao igual a 12, o que nao ocorre com o segundo.

Finalmente, se N = ((a?)!'*")¢, & terd K(2,4) como quociente e ¥ serd livre de
torcao. Entao % serd um grupo de Bieberbach de dimensao 15 — 4 = 11, com point-
group isomorfo a C5 x Cs e quociente derivado isomorfo a Cs x C'5. Podemos também
utilizar o automorfismo 7 e obter o tltimo caso, quando N = (((ab*)2)+)A+0")G

Estes sao todos os casos para K(2,8). Entao K(2,8) possui 12 quocientes

proprios, nao isomorfos, livres de torgao :

Q1 = (a,b | (a2)FEHY (58)H29) [[q, b], b%], [[a, b], a2], metabeliano)
Q2 = (a,b | (a2)DA+Y (bs)t@’“), [a, b], %], [[a, ], a?], metabeliano)
Qs = (a,b | (a®)!®H),

(a®)!
(a®)!
(a?)E0) (6%)129) ((ab®)")'*0, [[a, b], b°], [[a, b], a?], metabeliano)
(a?)(0)(6%)129) [[a, b], %], [[a, b], a?], metabeliano)

a, b | (a2)1+” (b%)12 [[a, b], b%], [[a, b], a®], metabeliano)
(a®) i
(a”)
(a®)"
)

—~

t(4

[
)12 [a, b], %], [[a, b], a?], metabeliano)
210" (p8)129) [[a, b], %), [[a, D], a2], metabeliano)
)

Qs = (a b| (a®)! D) (58)120) ((ab?))'*+0, b8[a, b] 1+ [[a, b], 08], [[a, D], a®], metab.)

Qo =Hy = <a7 b | (a2)1+b27 (b4)t(2,a), [[aa b]a b4]7 [[aa b]a a2]7 metabeliano>
Qll =H, = <a7 b | (UJQ)I—H), (b4)t(2,a), Ha, b], b4], Haa b]7 a2]7 metabelian0>

Os grupos @1, @2, Q3 e Q4 possuem point-group isomorfo a Cy x C e quociente
derivado Cs x (g, com dimensoes 14, 13, 13 e 11, respectivamente.

Os grupos @5, Qs e Q7 possuem point-group isomorfo a Cy x Cg e quociente
derivado Cy x Cig, com dimensoes 9, 10 e 12, respectivamente.

O grupo Qg tem point-group isomorfo a Cy x Cy, quociente derivado Cg x Cy e
dimensao igual a 9.

Os grupos K(2,2), K(2,4), H, e Hy ja foram definidos anteriormente.

Pelo reticulado de Ay 3 (Figura 4.4), podemos notar que dos quocientes obtidos,

os grupos @7, Hy e K(2,2) nao possuem quocientes préprios livre de torgao. [ ]
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K(2,8)

Q7

Figura 4.4: A2,1,3

Agora vamos estudar o grupo
K(4,4) = (0, | (a*)9, (549 [[a, 8], '), [[a, b} o], metabeliano).

O grupo K (4,4) também possui dimensao 2! — 1 = 15 e quociente derivado isomorfo
a Cg X Cig, mas com point-group isomorfo a Cy x CY.
Desta vez M = Q ® V vai se decompor em soma direta de 9 submddulos irre-

dutiveis, nao equivalentes,

M = M, @ My ® M3 S My © Mys © Moy © Moy © Msz; & M3y,
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com a seguinte base

My— cd(A)d(B)(A*+1)(B*4+1) = ¢

Ms— c.d(A)d(B)(A?+1)(B+1) = ey
c.d(A)d(B)(A? +1)(B+1)B = e;

Myz— cd(A)d(B)(A+1)(B*+1)=¢
c.d(A)d(B)(A+1)(B*+1)A =e;

My— c.d(A)d(B)(A+1)(B+1)(A+ B) =es
c.d(A)d(B)(A+1)(B+1)(AB—1) =e;

Mis— c.d(A)d(B)(A+1)(B+1)(A—B) =es
c.d(A)d(B)(A+1)(B+1)(AB+1) =ey

My — ct(4,A)d(B)(B>+1)=f,

Myy— ct(4,A)d(B)(B+1) = fo
c.t(4,A)d(B)(B +1)B = f;

Mz — ct(4,B)d(A)(A2+1) =g

Mszs— ct(4,B)d(A)(A+1) = go
c.t(4,B)d(A)(A+1)A =g

Se Id e U sao as matrizes identidade e companheira do polinomio x2 + 1, respectiva-
mente, temos que A age como —Id em My, M5 e M3y, e Id em Myy, Mssy, como U
em Mz, M4, M3s € como —U em M5, e B age como —Id em My, M3, My, Id em
Mz, M3y, e U em Mo, Miy, My, e Ms,.

Como

teremos

16c = c.t(4, B)t(4, A) + c.d(A)d(B)I(4, B)I(4, A)
—c.t(4, A)d(B)I(4, B) — c.t(4, B)d(A)I(4, A).

Novamente c.t(4, B)t(4, A) é central e desta forma trivial. Também

[(4,2) =3+ 2x+2? = (22 +1) +2(x + 1)
2= (AB+1)— (AB—1).

Entao

Lo 11 1
c=—e+ -+ -e; — —e;+ -9 — —
68278t 878 16

1 1

1
fi— §f2 - 1—691 - §92-

26



Vamos encontrar alguns elementos de V' nesta base. Temos que

1 1 1
4 — — — —
a 8f1+4f2+4f3€1\421@M22

e
1 1 1
b =—=g1— ~g2 — —g3 € M3 ® M.
891 492 493 31 D M3
Entao
(a4)1+b = %f?) € M22 ) (a4)1+b2 = ifl € Mgl
(54)1+a = —%93 € Msy (54)1+a2 = —i!h € My
Também

(ab)!  =a*+0' —c.(B+B*(1+A)+B*(1+ A+ A?)
= g1+ jes + feg € M & My
) = destges+ gfi € Mz ® My
ab)' = ger + jes + fer € My © My
a’b)t = jes+ jes — g € Mis @ My
)2 = jes+ jeo + 51 — g1 € My ® Mys ® My & Ms
V)t = fes+ jes — {1 € My @ My,
Y =1te + teg — 1e7 € My @ My,
)' = des+jes+ 2fi € Mz ® Mo
(@) = ke s+ oo € Mo © M

Além disso, temos

1 1 1 1
e, b2] = —Zez + 167 - 169 + ng € Mo @ My © M5 © My
ooy 1111
[c,a”b"] = e et Zfz t19¢€ My @ M3 & Moy @ Mso
¢, a?] = —les+ ter — 1e9+ 102 € M3 ® Myy & M5 © Ms,
(@) = tes+ g5+ 566 — se7 + £€5 + €9

+1fs— 592 — 593 € M3 ® My & M5 & Moy & Ms,
(a2 = Tes + teo+ 5f1 — 192 — 195 € Miy ® Mys @ Moy & M,

(0*)'te = —%62 - %63 - %66 + %67 + %68 - %69
+%f2 + %f:’, - i93 € Mo ® My © M5 @ Moy ® M3y
(B = —te6— 1€+ 1fot+ 1f3— 591 € Mia @ M5 & My & Ms,.
Finalmente

(a?)!D) = i64 + i65 + %66 + %69 - %92 - 293 € Miz3® My @ M5 & Msy
() = _i62 - ie?» - %66 - %69 + %f2 + %f3 € Mz ® Myy ® M5 @ Moy.
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Vimos no Capitulo anterior que as aplicacoes o; : @ — ab’,b— b, 8 : a — a,b+—
a’b e v : a+— b,b+— a sdo automorfismos de K (4,4). Estes automorfismos induzem

permutacoes de submdédulos obtidos na decomposicao de M.

Proposigao 4.5 O grupo K(4,4) possui 19 quocientes prdprios, nao isomorfos, livres

de torcao.

Dem. Novamente, se N for subgrupo normal de G = K(4,4), vamos estudar os
possiveis casos para R = Q ® (N NV). Temos 9 submédulos irredutiveis, e desta
forma 2% — 1 possibilidades para R. O submédulo R ndo podera ser soma de 9, 8
ou 7 dos submodulos, senao teremos uma poténcia de a, b ou ab em N. Se R for
soma direta de 6 submddulos, podemos obter um 1inico caso livre de torcao, quando
% = K(2,2).

Se R for soma direta de 5 submddulos, temos 126 casos a estudar. Se M1 @ My, D
M3, C R, os outros 2 submoédulos em R nos darao uma poténcia de algum gerador
de G em N. Estes totalizam 15 casos. Se apenas 2 dos submoédulos My, May, Mz
estiverem em R, temos 3.20 = 60 casos. Os outros 3 submoddulos em R novamente
nos dardo uma poténcia de um gerador de K (4,4).

Se apenas um dos submoddulos My, My, M3, estiver em R, teremos 3.15 = 45
casos, sendo que em trés deles podemos obter IV tal que % é livre de torcao. Podemos
utilizar os automorfismos definidos anteriormente, e ver que todos sao isomorfos a Hi,
definido no estudo de K(2,4). Se My, Moy, M3y ¢ R, entdo teremos os tultimos 6

casos, em que podemos obter quocientes livres de torcao, todos isomorfos a Ho.

Se R for soma direta de 4 submoddulos, temos novamente 126 casos a estudar.
Se My & My, & M3, C R, nao conseguimos obter N com % livre de torcao. Estes
somam 6 casos. Se apenas dois dos submdédulos My, Msy, M3; estiverem em R, temos
3.15 = 45 casos. Em 42 destes, teremos potencia de a, b ou ab em N. Nos outros,
teremos uma poténcia de a?b?> em N (ou imagem deste elemento pelos automorfismos
definidos anteriormente). Mas entao devemos ter a?b?> € N, e no quociente, teremos
(a*)4h) = (b=*)4b) = p=16 = ¢, Entdo ndo vamos obter quociente livre de torcio.

Se apenas tivermos um dos submoédulos M, My, M3 em R, que somam 3.20 = 60
casos, temos que em 12 deles podemos obter IV tal que % é livre de torcao. Podemos
novamente utilizar automorfismos de G e concluir que todos sao isomorfos. Seja

entao N = ((a®)'¥ (b*)1*4)G. Temos que < possui H; como quociente. O niicleo da
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projecao esta em V', e novamente podemos mostrar que % é livre de torgao. Desta
forma % é grupo de Bieberbach de dimensao 15 — 7 = 8, com point-group isomorfo a
Cy x Cy e quociente derivado isomorfo a Cy x Cg.

Se My, My, M3; ¢ R, entao teremos os tltimos 15 casos, em que podemos obter
quocientes livres de tor¢ao. Trés deles serao isomorfos a K(2,4). Os outros 12 casos

sao todos isomorfos e possuemm quociente isomorfo a Hy. Neste caso temos

N = <(a4)1+b, ((ab)4)1+b, (b4)1+a, ((a2b)4)1+“, (az)(1+b)(1+b2), [a, b]1+b+a3+ab>G

e % é livre de torcao. Entao % é grupo de Bieberbach com dimensao 15 — 8 = 7,

point-group isomorfo a Cy x Cy e quociente derivado Cy x Cf.

Se R for soma direta de 3 submoddulos, temos 84 casos a estudar. Em 39 destes
casos, nao conseguimos obter N com % livre de torcao. Se My & My & M3, = R,
e definirmos N = ((a*)™+*", ("), ((ab)*)'*%")%, podemos mostrar que ¥ §é livre
de tor¢cao. Agora para mostrarmos que % é livre de torcao, basta mostrarmos que
nao existe ¢ € G\V, com ¢g* € N. Para tal, podemos repetir o método utilizado
na demonstracao da Proposicao 4.1. Entao % é grupo de Bieberbach, com dimensao
15 — 3 = 12, point-group Cy x Cy e quociente derivado Cg x Cg.

Se apenas 2 dos submodulos My, My, M3, estiverem em R, teremos 3.6 = 18
casos. Em 12 destes nao poderemos obter N com % livre de torgao.

Considere N = ((a*)™+"", (b%)1+7", ((ab)*)'+*)S. Podemos mostrar que % é livre de
torcao. Novamente, para mostrarmos que % é livre de torcao, basta entao provarmos
que nao existe ¢ € G\V, com ¢g* € N, e repetimos assim parte da demonstragao
da Proposicao 4.1. Entao % ¢ grupo de Bieberbach, com dimensao 15 — 4 = 11,
point-group Cy X Cy e quociente derivado Cg x Cf.

Se apenas tivermos 1 dos submédulos My, My, M3, em R, que somam 3.15 = 45
casos, sendo que em 27 deles nao podemos obter N tal que % é livre de torcao.

Se N = ((a®)™***, (b")+2, ((a®b)")'*e, (a®) IO NG entdo € possui H; como
quociente, com nucleo em %,
Bieberbach, de dimensao 15 — 5 = 10, point-group isomorfo a Cy x C4, e quociente

e temos % livre de torcao. O grupo % é grupo de

derivado isomorfo a Cy x Cg. Outros 5 casos serao isomorfos a este grupo.

Se N = ((a*)"***, (b*)'*2, ((ab)*)'+*)¢, novamente & possui H; como quociente,
com nucleo em %, que é livre de torcao. Entao % é grupo de Bieberbach, de dimensao
15—5 =10, point-group isomorfo a Cy x Cy, e quociente derivado isomorfo a Cg x Cg.

Outros 11 casos sao isomorfos a este.

29



Utilizando o Teorema 1.7 do Capitulo 1, podemos mostrar que os dois grupos
acima nao sao isomorfos, ja que novamente nao conseguimos obter homomorfismo
semi-linear (f, o) entre os respectivos subgrupos translagoes.

Se My, My, M3, ¢ R, entao teremos os ultimos 20 casos. Se
N = ((a4)1+b, (b4)1+“, ((a26)4)1+a, (a2)(1+b)(1+b2)>G,

entao % possui H, como quociente. Podemos mostrar que % é livre de torcao e desta

forma % é grupo de Bieberbach, de dimensao 15 — 6 = 9, point-group isomorfo a

Cy x Cy, e quociente derivado isomorfo a Cg x Cg. Sao no total 12 casos isomorfos a

este.
Se N = (') 42, (b) %, ((ab)*) ) ou N = ((a)"**, (5)"+*, ((ab?)") +), entio
% possui Hy como quociente, novamente % é livre de torcao e entao % é grupo de

Bieberbach, de dimensao 15 — 6 = 9, point-group isomorfo a C, x Cy, e quociente
derivado isomorfo a Cs x C's. Dos outros 6 casos, 3 serdao isomorfos ao primeiro grupo
e 3 isomorfos ao segundo.

Novamente, utilizando o Teorema 1.7, podemos mostrar que os trés grupos acima

nao sao isomorfos.

Se R for soma direta de 2 submddulos, temos 36 casos a estudar. Destes, em 6
teremos tor¢ao em um dos geradores de G.

Seja N = ((a")'¥, (b")1°)¢. Temos que ¥ & livre de torcio e & tem como
quociente um (de fato dois) dos grupos obtidos no estudo de R igual a soma de 3
submodulos, com nitcleo em % Entao % é grupo de Bieberbach, com dimensao
15 — 2 = 13, point-group Cy x C4 e quociente derivado Cs x Cg. Teremos 2 outros

casos isomorfos.

Se N = ((a*)*+**, (b*)*+*)¢, o grupo & possui H; como quociente, e como % sera
livre de torcao, temos que % é grupo de Bieberbach, com dimensao 15 — 3 = 12,

point-group Cy x Cy e quociente derivado Cg x Cg. Outros 11 casos serao isomorfos
a este grupo. Note que estes grupos nao sao isomorfos a um grupo de mesma di-
mensao, point-group e quociente derivado, obtido quando estudamos o caso R soma
de 3 submédulos, ja que aquele nao possuia H; como quociente.

Se N = {(a*)'*?, (b*)'**)4, entdo o grupo £ tem H, como quociente e como
acima, % sera grupo de Bieberbach, com dimensao 15 — 4 = 11, point-group Cy x Cy
e quociente derivado Cs x Cy. Teremos outros 11 casos isomorfos a este.
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Seja agora N = ((b%)1*9, ((a2b))1*e, (a?) DI+ Temos qeu < possui quo-
ciente isomorfo a K(2,4), e novamente % serd grupo de Bieberbach, com dimensao
15 — 4 = 11, point-group Cy x Cy e quociente derivado Cg x Cg. Os ultimos 2 casos
sao isomorfos a este.

Nenhum dos 2 grupos acima é isomorfo ao grupo de mesma dimensao, point-group
e quociente derivado, obtido quando estudamos o caso em que R era soma de 3
submédulos, ja que aquele nao possuia K(2,4) ou Hy como quociente. E novamente,
utilizando o Teorema 1.7, podemos mostrar que estes dois grupos acima também nao

sao isomorfos.

Agora seja R igual a apenas um dos submaédulos da decomposicao de M. Temos 9
casos a estudar. Se N = ((a*)'**) entdo < tem K(2,4) como quociente. Podemos
mostrar que % é livre de torcao e desta forma, %
dimensao 15 — 2 = 13, point-group isomorfo a Cy x Cy, e quociente derivado isomorfo

sera grupo de Bieberbach, com

a Cg x Cy. Cinco outros casos serao isomorfos a este.

2 , . ~
Se N = ((a")'**")¢, novamente 3 ¢ livre de tor¢ao, e como & tem H; como

quociente, temos que % é grupo de Bieberbach, com dimensao 15 — 1 = 14, point-

group isomorfo a Cy x (4, e quociente derivado isomorfo a Cg x Cig. Os dois outros
casos serio isomorfos a este, considerando N = ((b*)'%)G e N = (((ab)*)'+?")€.

Entao temos abaixo a lista dos quocientes livres de torgao de K (4,4):

Sy = {a,b | () (bH") [[a,b], b, [[a,b], a*], metabeliano)
Sy = {a,b | (a®)'*t, (6114 [[a,b],b"], [[a, b], a*], metabeliano)
Sy = (a,b | (), (bY)'* [[a, ], b"], [[a, b], a*], metabeliano)

(a,b ] (a%)
(a,6 ] (a")
(a,6 ] (a")
Sy = (a,b ]| (aH, (b4 [[a, b], b, [[a, D], ], metabeliano)
Ss = (a,b | ()10, (b1)1+ [[a, b], bY], [a, b], @], metabeliano)
( (b*) b)) '+a, (a2) 00+ 11q b, bY], [[a, b], a*], metabeliano)
( (a®) bHY1 9 ((ab)))'+, [[a, b], b"], [[a, b], a*], metabeliano)
(a,b ] (a%) (
(a,b ] (a%)

(a?

( )*
Sg = (a,b | at 1+b2, (b4)1+a : ab)4

S

)
( y1te [la, b],bY], [[a, b], a*], metabeliano)
So = {a,b | (a*)'¥ (bH)1Fe, ((a2b)*)1He, (o)D) [[q, b], b, [[a, b], a?], metabeliano)
Sio = {(a,b | (), (b1, ((ab)*)' e, [[a, b], b'], [a, b], a*], metabeliano)
Si1 = (a,b ] (@), (b*)1Fe, ((a®b)*) 1 Fe, (a2) DY) [[q, b, %], [[a, b], a?], metabeliano)
Sio = (a,b | (a®)1*e, (b1)1Fe, ((ab)*)1F9, [[a, b], bY], [[a, b], a'], metabeliano)
Sis = (a,b | (a®)1Fe, (b1)Fe, ((ab®)M)1H2, [[a, b], bY], [[a, b], a*], metabeliano)
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Figura 4.5: A2,2,2

Sy = (a b | ( )1+b (( )4)1+b, (b4)1+a, ((a2b)4)1+a, (a2)(1+b)(1+b2), [a, b]1+b+a3+ab,
[[a, b], b%], [[a, b], a*], metabeliano)

Sis = (a,b | (a®)'0°, ()10 (p*)1+a, [é%, b], b*, [[a, b], a*], metabeliano)

Si6 = K(2,4)

Siz = Hy = (a,b | (a®)"*, (611 [[a, b], b], [[a, b], a®], metabeliano)

Sis = Hy = (a,b | (a®)'T0, (b*)11 [[a, b], bY], [a, b], a?], metabeliano)

S19 = K(2,2).



Os grupos S; e Sy possuem point-group isomorfo a C'y x Cy e quociente derivado
Cg x (g, com dimensoes 14 e 13, respectivamente.

Os grupos Ss, Sy, S5, Sg, S7, Ss, S9, S10, S11, S12, S13 € S14 possuem point-group
isomorfo a Cy x Cy e quociente derivado Cg x Cg, com dimensoes 13, 12, 11, 11, 12,
11, 10, 10, 9, 9, 9 e 7 respectivamente.

O grupo Si5 tem point-group isomorfo a Cy x C}, quociente derivado Cy x Cg e
dimensao 8.

Os grupos K(2,2), K(2,4), H; e Hy ja foram definidos anteriormente.

Destes, temos que Sy, Sg, H; e K(2,2) sdo os que ndo possuem quocientes préprios

também livre de tor¢ao (Figura 4.5). n

Teorema 4.7 Se GG for um grupo metabeliano, finitamente gerado, livre de torgao,

com quociente derivado isomorfo a Cy x Cy, entao G € isomorfo a
K(2,2) = {(a,b| (a®)""", )", [[a, 0], @], [[a, ] ,0%] , metabeliano)
o grupo fundamental da variedade de Hantzsche- Wendt.

Dem. Sejam a,b € G geradores de G modulo G' e H = (a,b). Entao G = HG' e
segue do Teorema 4.4 que H é um grupo metabeliano 2-gerado, livre de torcao, com
H ~J G ~S
ﬁ = a = 04 X 04.
Além disso, ambos os grupos H e G sao grupos de Bieberbach. Se denotarmos por
Vi o subgrupo de translagoes de H, temos que H' < Vj e segue da Proposicao 2.1
que H é isomorfo a um quociente livre de torcao de K (4,4).
Analisando a lista de quocientes livres de tor¢ao de K (4, 4) obtida na Proposicao
4.5, temos que K (2,2) é o unico destes quocientes com quociente derivado isomorfo
a Cy x Cy. Entdo H =2 K(2,2). Além disso, podemos repetir parte da demonstragao

da Proposicao 2.3, e mostrar que G' = [G’, H|H', definir o subgrupo N = (G')?H’, e

&

utilizando o segundo e o terceiro termos da série central descendente de 37, mostrar

que G' = N = (G')?H’. Entao
dim(G) = posto(G') = posto(H') = dim(H) = 3.

Logo G é um grupo de Bieberbach de dimensao 3, com quociente derivado isomorfo

a Cy x Cy. Mas segue de [8] que o tnico grupo de Bieberbach satisfazendo a estas
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condicoes é isomorfo ao grupo fundamental da variedade de Hantzsche-Wendt, i.e.,
G=K(2,2). ]
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Capitulo 5
Métodos Computacionais

O terceiro Teorema de Bieberbach afirma que para todo n € N, o conjunto de repre-
sentantes de classes de isomorfismo de grupos cristalogréificos (e de Bieberbach) de
dimensao n é finito. Assim, um problema natural a ser estudado seria a obtencao
deste conjunto para um dado n. A solucao deste problema para n = 1,2 e 3 foi obtida
no final do século passado, utilizando principalmente métodos geométricos [22]. Em
1948 H. Zassenhaus apresentou um algoritmo [38], baseado em conceitos algébricos,
que nos permite determinar o conjunto de representantes de classes de isomorfismo de
grupos cristalograficos de dimensao n. Vamos descrever abaixo os principais pontos
em que se baseia este algoritmo.

Vimos que se GG for um grupo cristalografico de dimensao n, entao podemos con-
siderar G como um subgrupo de M, o grupo de isometrias do espaco Euclidiano
n-dimensional. Além disso, segue do primeiro Teorema de Bieberbach que o point-
group P de G é isomorfo a um subgrupo finito de GL(n,Z). Seja g, o conjunto de
representantes de classes de conjugagao de subgrupos finitos de GL(n,Z). Segue do
Teorema de Jordan-Zassenhaus que para todo n, o conjunto @, é finito. Por exemplo,
paran =1,2,3 e 4, o conjunto @, possui 2, 13, 73 e 710 elementos, respectivamente.

Sejam entdo P um subgrupo finito de GL(n,Z) e N(P) seu normalizador em
GL(n,Z). Zassenhaus mostrou que N (P) é sempre finitamente gerado. Uma aplicagao
v: P — R" é chamada um sistema de vetores para P se para quaisquer z{,zs € P,
temos

v(x129) = v(x1) + 21.0(22) (modulo Z"),

onde xi.v(xy) corresponde a agao da matriz x; sobre o elemento v(xzy) € R*. O

65



conjunto de sistemas de vetores para P forma um grupo aditivo, que vamos denotar

por V(P,R"). Para qualquer sistema de vetores v € V(P,R"), o conjunto

R(P,v) :{(ﬁ V(x)lﬂ ) |x€P,tEZ"}

é um grupo cristalografico (dado através de sua representacdo afim), que vamos
chamar de o grupo cristalogrdfico associado a P e v.

Para qualquer t € R", a aplicacao v, : P — R” definida por v, : © — t — x.t,
constitui um sistema de vetores para P. O conjunto I(P,R") = {1;|t € R"} forma um
subgrupo normal de V (P, R"), que vamos chamar de o subgrupo de sistemas internos

de vetores para P. Pode-se mostrar que
V(P,R")/I(P,R*) =~ H'(P,R"/Z") = H*(P,Z").

Podemos definir uma agao de N(P) sobre o grupo V (P, R") de sistemas de vetores
para P da seguinte forma : se y € N(P), entdo a imagem de v € V(P,R") por y
é definida como ¥ : x — y.v(z¥). Como o subgrupo I(P,R"™) é invariante sob esta
acao, ela induz uma agao sobre H'(P,R"/Z"). Zassenhaus mostrou que dados dois
sistemas de vetores vy, vy € V(P,R"), os grupos cristalograficos R(P,vy) e R(P,vs)
sao isomorfos se, e somente se, v, e v, representarem elementos em H'(P, R"/Z") que
estejam na mesma Orbita sob a acdo de N(P); ver [38].

Entao dados o conjunto ¢, de representantes de classes de conjugacao de sub-
grupos finitos de GL(n,Z) e os geradores do normalizador de cada elemento de g,
em GL(n,Z), o algoritmo de Zassenhaus permite o cdlculo do conjunto de represen-
tantes de classes de isomorfismo de grupos cristalograficos de dimensao n. Em 1966
H. Brown [7] implementou o algoritmo de Zassenhaus para obtengao de grupos crista-
lograficos. Em 1973, a lista de normalizadores para subgrupos finitos de GL(4,Z) foi
obtida. Utilizando estes dados, foi obtida lista completa de grupos cristalograficos de

dimensao < 4; ver [8]. Temos a seguinte tabela :

dimensao 1 2 3 4
n° de grupos cristalograficos 2 17 219 4783
n° de grupos de Bieberbach 1 2 10 74

Cabe notar a importancia do uso da informatica para obtencao da lista dos grupos

cristalograficos ja em dimensao 4. Além disso, mesmo quando dispomos dos dados

66



necessarios ao algoritmo de Zassenhaus, obtencao da lista completa de grupos crista-
lograficos para dimensoes maiores em forma impressa torna-se impraticavel, devido
ao grande crescimento do niimero de classes de isomorfismo.

No perfodo de outubro/98 a margo/99, estive como visitante (bolsa de Doutorado
Sandwich) na Lehrstuhl B fiir Mathematik, RWTH-Aachen, sob a supervisao do Prof.
Wilhelm Plesken. A equipe do Prof. Plesken desenvolve um pacote computacional,
chamado CARAT, com o objetivo de calcular e classificar grupos cristalogréaficos de di-
mensao até 6; ver [23]. As primeiras versoes de CARAT estao disponiveis via Internet
no endereco http://samuel.math.rwth-aachen.de/~LBFM/carat/. Um dos projetos
realizados durante minha visita foi o desenvolvimento e implementacao de um algo-
ritmo, a ser incluido no pacote CARAT, que decide se um dado grupo cristalografico
é livre de torgao (i.e., é grupo de Bieberbach) e, caso positivo, se possui centro trivial
(ou equivalentemente, quociente derivado finito). Utilizando este programa e o banco
de dados de CARAT, foi possivel calcular e listar todos grupos de Bieberbach (a
menos de isomorfismo) em dimensao 5. A seguir faremos uma descri¢ao do algoritmo

implementado e dos resultados obtidos.

5.1 CARAT e Algoritmos

Os principais problemas estudados por CARAT sao a enumeracao, reconhecimento e
comparacao de grupos cristalograficos de dimensao < 6. CARAT considera um grupo
cristalografico G' de dimensao n como um subgrupo dos movimentos rigidos M,,, dado
através de sua representacao afim, i.e., o grupo G é visto como um subgrupo de
GL(n + 1, R).

Entao a descricao do grupo G é dada baseada na seguinte propriedade : Se
x1, T, ...,z a0 os geradores do point-group P < GL(n,Z) de G, entao o conjunto

de geradores GG pode ser dado por

) () o) oo

onde vy, ..., v sdo certos vetores em Q" e Id é a matriz identidade n x n; ver|8].
Dizemos que dois grupos cristalograficos de dimensao n pertencem a mesma Q-

classe (resp., Z-classe), se seus point-groups, considerados como subgrupos finitos de
GL(n,Z), forem conjugados em GL(n,Q) (resp., GL(n,Z)). Estas defini¢des nos dao
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origem a duas classificagoes de grupos cristalograficos, que refletem mais as carac-
teristicas geométricas destes grupos. Segue do Teorema de Jordan-Zassenhaus que
existe um nimero finito de Q-classes para cada n. Além disso, cada Q-classe se sub-
divide em um ntimero finito de Z-classes, que por sua vez também se subdivide em
um numero finito de classes de isomorfismo.

CARAT possui em seu banco de dados um representante para cada Q-classe de
grupos cristalograficos nas dimensoes 2 a 6, tendo a capacidade de calcular repre-
sentantes das diferentes Z-classes contidas em uma determinada Q-classe, bem como
representantes de classes de isomorfismo contidas em cada Z-classe. A descricao dos

principais algoritmos nos quais se baseia o pacote CARAT pode ser encontrada em
[23].

Seja entao um grupo cristalografico G dado através dos geradores ¢, g2, ..., gr €

GL(n + 1,R), conforme descrito acima, com

Tr; U;
gi = )
0 1

onde x; € GL(n,Z) é gerador do point-group P de G, e v; € Q. Vamos denotar por
¢ : G — P a projecao de G sobre o point-group P, e V o subgrupo de translacoes de
G. Segue do Teorema 1.6 do Capitulo 1 que o grupo cristalografico G é livre de torcao
se, e somente se, para todo elemento x € P de ordem prima, o grupo S = (V,g) for
livre de torgao, onde g € ¢~ '(z) é representante da classe lateral G modulo V.

Entao para todo primo p divisor da ordem de P, sejam {y;,ys2,...,ys} € P o
conjunto de elementos de ordem p e S; = (V; h;), onde h; € ¢ *(y;), i.e.,

hy = Yi U .
0 1

N Id v
Se S; possui torcao, entao existe 0 = < ) €V, com v € Z™, tal que (h;0)P = e.

0 1
Entao )
p
(hyo)? = yo vityev \ | U t(p, yi)-(vi + v) —Id,
0 1 0 1
e devemos ter t(p,y;).(v; + v) = 0. Logo S; terd torgio se, e somente se,

t(p, yi).vi € t(p,y;). 2"
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Suponha agora que y; e yo sejam conjugados em P e o grupo S, = (V, hy) tenha

torgao, onde hy € ¢~ (y1). Sejam entao z € P tal que y¥ =y, e

T w
= €.

Vamos definir o elemento hy € ¢~ (1) como

b p yt (Id —yf).w + z.v v v
o 0 | 0o 1)’

onde v = (Id — yo).w + x.v7. Mas entao

t(p, y2).v2 = t(p, y2)z.v1 = xt(p,y1).v1 € xt(p,y1).Z" C t(p,y2).Z".

Logo S, = (V, he) também possui tor¢ao. Deste modo precisamos apenas testar
as extensoes para representantes de classes de conjugacao de subgrupos

ciclicos de ordem prima do point-group P.

Ja que V' é subgrupo abeliano maximal de (G, para encontrarmos o centro de G,
basta calcularmos o centralizador de G em V.
Temos entao os principais pontos do algoritmo para testar se um dado grupo

cristalografico é livre de torcao.

1. Dados os geradores g1, ¢, ..., gs de GG, podemos obter o point-group P através
dos geradores ¢(g1), #(ga), - - -, ¢(gs), € construir uma lista de representantes das

classes laterais G modulo V.

2. Calculamos o conjunto de representantes das classes de conjugacao de elementos
de P, e podemos entao refinar a lista acima para obtermos lista de representantes

das classes laterais G modulo V' deste conjunto.

3. Para todo primo p divisor da ordem de P, obtemos desta lista os elementos
g € G, tais que ¢(g)? = e, e testamos se t(p, ¢(g)).v, € t(p, #(g)).Z"™, onde v, é
componente de translacao de g. Caso negativo para todo p, o grupo G ¢é livre

de torcao.

4. Caso o grupo seja livre de torgao, procuramos solugao para o sistema ¢(g;).v =
v, para todos ¢(g1),d(g2), - .., d(gs) geradores do point-group P. Se tivermos

apenas a solucao trivial, o centro de GG é trivial.
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O programa foi escrito na linguagem C' e utiliza varias fun¢oes do banco de dados
de CARAT. Ele foi testado utilizando os grupos cristalograficos de dimensoes 2, 3
e 4, e obteve resultados corretos de acordo com [8]. Apds algumas adaptagoes para
satisfazer o padrao utilizado em CARAT, ele foi adicionado ao seu banco de dados,

podendo ser utilizado para determinar os grupos de Bieberbach de dimensao < 6.

Vamos denotar por C), o grupo ciclico de ordem n, por D, o grupo diedral de
ordem n, por S, e A, os grupos simétrico e alternado de n letras, e por I' o grupo de
ordem 16 e classe de nilpoténcia 2, isomorfo a (Cy x C5) x Cj.

Em [8], pdg. 408, podemos encontar a lista dos grupos de Bieberbach para di-
mensoes < 4. E claro que para todo n > 1, sempre existe um grupo de Bieberbach
n-dimensional com point-group trivial, a saber G = Z" e %2 homeomorfo ao toro
flat. Para dimensao igual a 2, o tinico outro grupo de Bieberbach possui point-group
isomorfo a Cy, sendo ]%2 homeomorfo a garrafa de Klein.

Dos dez grupos de Bieberbach de dimensao 3, obtemos seis classes de isomorfismo
para point-groups, a saber C5,1 < s < 4,Cg e Cy x (5. Somente um dos grupos de
Bieberbach 3-dimensional possui quociente derivado finito. Este é exatamente o grupo
fundamental da variedade de Hantzsche-Wendt, que é isomorfo ao grupo K(2,2).

Para dimensao 4, sao 14 classes de isomorfismo de point-groups, sendo que 9 sao
abelianos. Um deles, que é isomorfo a A, x Cs, possui ordem 24 e todos os outros
possuem ordem no maximo 12. Quatro grupos de Bieberbach de dimensao 4 possuem
quociente derivado finito, sendo um com point-group isomorfo a Cy x C5, outros dois
com point-group Cy x Cy x Cy, e o ultimo com point-group isomorfo ao grupo diedral
Dyg.

5.2 Grupos de Bieberbach de dimensao 5

A partir da lista de representantes de Q-classes de grupos cristalograficos de dimensao
5, CARAT gerou um total de 222.018 grupos cristalograficos em dimensao 5.
Utilizando nosso programa, obtivemos lista com 1060 grupos de Bieberbach de
dimensao 5, sendo 101 com centro trivial e 959 com centro nao trivial.
Dos 101 grupos de Bieberbach com centro trivial, obtivemos 3 grupos com point-
group isomorfo a Cy x Cy, 38 com point-group isomorfo a Cy x Cy x Cy, 23 com

point-group isomorfo a Cy X Cy X Cy x Cy, 3 com point-group isomorfo a Cy x CYy, 11
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com point-group isomorfo a Dg, 4 com point-group isomorfo a D15, 15 com point-group

isomorfo a Dg x Cs, e 4 grupos com point-group isomorfo ao grupo I' definido acima.

Teorema 5.1 Um grupo finito P pode ser realizado como point-group de um grupo de

Bieberbach de dimensao 5 com centro trivial se, e somente se, for isomorfo a Cy x Cy,
02 X 02 X 02, 02 X 02 X 02 X 02, 02 X 04, Dg, Dlg, Dg X 02 ou I

Em [31], Szczeparniski utiliza métodos tedricos (classificacao de grupos de pequena
ordem e caracterizagao de grupos primitivos [18]) para obter Teorema semelhante,
mas incluindo na lista acima o grupo C; x Cy x (5. FEle apresenta um exemplo de
grupo de Bieberbach com tal point-group e centro trivial (pag. 200), mas de fato
o exemplo é falso, pois o grupo apresentado nao ¢ livre de torcao; por exemplo, o
elemento c¢y.by.a9 possui ordem 4.

Em um artigo posterior [32], baseado na construgao de Calabi (ver Capitulo 1),
Szczepanski complementa a lista de seu Teorema de [31] para apresentar os repre-
sentantes de classes de isomorfismo de grupos finitos que podem ser realizados como
point-group de um grupo de Bieberbach de dimensao 5 (tendo ou nao centro trivial).
Neste caso, o Teorema estd de acordo com os nossos resultados, ja que de fato existe
grupo de Bieberbach de dimensao 5 com point-group isomorfo a Cy x Cy x Cy, mas

tendo centro nao trivial.

Teorema 5.2 Um grupo finito P # {e} pode ser realizado como point-group de um
grupo de Bieberbach de dimensdo 5 se, e somente se, for isomorfo a C,,, para2 < n <6
en=2-8,10,12, Cy x Oy, Cy x Cy x Cy, Cy x Uy x Cy x Cy, Cy x Cy, Cy x Cy x O,
C3 x (U3, Cg x Cy, Cg x O3, Cg x Cy x Cy, Cio9 X Cy, S3, Dg, Dis, Dg x Cy, S5 x Cs,
Dy x Cy, Ay, Ay x Cy, Ay X Cy x Cy, Sy ouT.

A seguir apresentamos lista completa de representantes de classes de isomorfismo

de grupos de Bieberbach de dimensao 5 com centro trivial.

5.2.1 Grupos de dimensao 5 com centro trivial

A notacao utilizada nesta listagem segue o padrao de [8]. Os grupos de Bieberbach
sao vistos como grupos de matrizes C GL(6,Q), dados através de sua representacao

afim.
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Os grupos sao denotados por TRI.n, 1 < n < 101. Fornecemos os geradores
do point-group P € GL(5,7Z) de cada Z-classe, e para cada representante de classe
de isomorfismo pertencente a esta Z-classe, sao listados abaixo dos geradores de P
seus respectivos componentes de translacao, sendo seus coeficientes escritos sobre um

denominador comum, i.e.,
[a b ¢ d el /n=1[a/n b/n c¢/n d/n e/n]

Por exemplo, para o grupo TRI.29 fornecemos os geradores do point-group

-1 00 0 O -10 0 0 O
0-10 0 O 01 0 0 O
0 01 0 O 00-1 0 O
0 00 0 -1 00 0-1 O
0 00-1 O 00 0 0 -1

e seus respectivos componentes de translacao

L 0 01 0 0] /2
[L-1 1 0 0 0] /2

Entao o grupo TRI.29, como subgrupo de GL(6,Q), é gerado pelos elementos

_

-1 0

0 0 0 0 0 0 0o
0 -1 0 0 0 O 0 1 0 o 1
o 0o 1 0 o0 1% 0 0 -1 0 0
o0 0 0 0 -1 0|’ 00 0 -1 0 0
0 0 0 -1 0 0 0 0 -1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1
e pelo conjunto
(/1 0 0 0 0 1 100000 1 00 00 0Y))
010000 01000 1 010000
001000 001000 001000
000100 1f'looo1ool| 77/fooo100 ’
000O0T10 000O0T10 000011
(\0 00001 000001 00000O0T1))

que sao os geradores do subgrupo de translacoes V.
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GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0S GRUPOS TRI.1 e
100 0 O 01 000 10 0 00
010 0 O -10 000 01 0 00
001 0 O 00 010 00-1 00
000-1 O 00-100 00 0-10
000 O0-1 00 001 00 0 01

0 point-group tem ordem 16

comp. de translacao de TRI.1 comp

[-2 0-4 4 0] /4 [-2 2 -4

[ 0 0 0 2-1] /4 [ 0 0O

[-2 2 0 4-2] /4 [ 00O

[ 00 2 2 2] /4 [ 0 0 2

GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0O GRUPO TRI.3
-10 0 0 O -1 0 0 00 010 0 O
01 0 O O 0-1 0 00 100 0 O
00 0-1 0 0 0-1 00 001 0 O
00-1 0 O 0 0 0-10 000-1 0
00 0 O0-1 0 0 0 01 000 O0-1

0 point-group tem ordem 8

comp. de translacao de TRI.3
[-2 2 0 0 0] /4
[ 0 00 0 2] /4
[ 00 2 2 1] /4

GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0 GRUPO TRI.4

100 0 O -1 00 0 O 1 0 0 0 O
010 1 1 0 01 0 O 0-1 0 0 O
001-1-1 0-10-1-1 0 0-1 0 O
000-1 O 0 00 O-1 0 0 0-1 0
000 O0-1 0 00-1 O 0 0 0 0-1

0 point-group tem ordem 8

comp. de translacao de TRI.4
[-1-1 0 0 0] /2
[ 01t 0o 2 1] /2
[ 1 0-2 1 1] /2
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TRI.2

O O O O
O O O = O
1
O O+ O O

4 0] /4
2 -1] /4
4 -2] /4
2 2] /4

O, O O O
= O O O O

. de translacao de TRI.2



GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0OS GRUPOS TRI.5 e TRI.6

100 0 O 0-1 0 0 O -1 00 0 O

010 0 O 1 0 0 0 O 0-10 0 O

001 0 O 0 0-1 0 O 0 01 0 O

000-1 O 0 0 0 0-1 0 00-1 0

000 O0-1 0 0 0-1 0 0 00 O0-1
0 point-group tem ordem 8
comp. de translacao de TRI.5 comp. de translacao de TRI.6
[ 0 0-1-2 0] /2 [-1-1-1-2 0] /2

[ o0 0 0 1] /2 [ o1 0 0 1] /2

[ 0 0 1-1 1] /2 [ 0 0 1-1 1] /2

GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0S GRUPOS TRI.7 a TRI.22

100 0 O -1 0000 -10 00 O
010 0 O 0-1000 01 00 O
001 0 O 0 0100 00-10 O
000-1 0 0 0010 00 01 O
000 O0-1 0 0001 00 00 -1

0 point-group tem ordem 8

comp. de translacao de TRI.7 comp. de translacao de TRI.S8
[ 1 0 0 0 0] /2 [ 1t 1 0 0 0] /2
[ o 01 0 0] /2 [ o 01 0 0] /2
[-1 1 0 0-1] /2 [-1 1 0 0-1] /2
comp. de translacao de TRI.9 comp. de translacao de TRI.10
[ 1 01 0 0]/2 [ 1 01 0 0]/2
[ 00 0 1 0]/2 [ 00 0 1 0]/2
[ 01t o 0 0] /2 [ 01t 0o 0-1] /2
comp. de translacao de TRI.11 comp. de translacao de TRI.12
[ 01 1 0 0]/2 [ 111 0 0]/2
[ 00 0 1 0]/2 [ 00 0 1 0]/2
[ 01 0 0-1] /2 [ 01 0o 0-1] /2
comp. de translacao de TRI.13 comp. de translacao de TRI.14
[ o 01 0 0] /2 [ o 01 0 0] /2
[ 00 0 1 0]/2 [ 00 0 1 0]/2
[-1 1 0 0 0] /2 [-1 1 0 0-1] /2
comp. de translacao de TRI.15 comp. de translacao de TRI.16
[ 1 01 0 0]/2 [ 01 1 0 0]/2
[ 00 0 1 0]/2 [ 00 0 1 0]/2
[-1 1 0 0-1] /2 [-1 1 0 0-1] /2
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comp. de translacao de TRI.17 comp. de translacao de TRI.18
[ 1 11 0 0]/2 [ 1 1.0 0 0]/2
[ 00 0 1 0]/2 [ 00 1 1 0]/2
[-1 1 0 0-1] /2 [ 01t 0o 0-1] /2
comp. de translacao de TRI.19 comp. de translacao de TRI.20
[ 1 1 0 0 0]/2 [ 111 0 0]/2
[ 00 1 1 0]/2 [ 00 0 1 1] /2
[-1 1 0 0-1] /2 [ 01t 0o 0-1] /2
comp. de tramnslacao de TRI.21 comp. de translacao de TRI.22
[ o 01 0 0] /2 [ o 01 0 0] /2
[ 00 0 1 1] /2 [ 00 0 1 1] /2
[-1 1 0 0 0] /2 [-1 1 0 0-1] /2

GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0O GRUPO TRI.23

1 000 O 10 0 0 O -1 0 0 0 O
0-100 O 01 0 O O 0-1 0 0 O
0 001-1 00 0-1 1 0 01 0 O
0 010 1 00-1 0-1 0 0-1 0-1
0 000 1 00 0 0-1 0 0-1-1 0

0 point-group tem ordem 8

comp. de translacao de TRI.23

[ 0 0 0-1 1] /2

[ 1 0 0 0 0] /2

[ 0-1-1 1 0] /2

GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0O GRUPO TRI.24
1 0 00O 100 0 O -10 0 0 O
0-1 000 010 0 O 01 0 O O

0 0-100 001 0 O 00-1 0 O

0 0 010 000-1 O 00 0 0-1

0 0 001 000 O0-1 00 0-1 0

0 point-group tem ordem 8

p. de translacao de TRI.24
0 0 0-1 1] /2
1 0 0 0 0] /2
0 1-1 0 0] /2

om

c
[
[
[
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GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0 GRUPO TRI

10 000 1 0 0 0 O -
01 00O 0-1 0 0 O
00-100 0 01 0 O
00 101 0 0-1 0-1
00 110 0 0-1-1 O

0 point-group tem ordem 8

comp. de translacao de TRI.25
[ 0 1 0-1 1] /2
[ 1 0-1 2 1] /2
[ 0 00 1 1] /2

GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0O GRUPO TRI.

10 000 -100 0 O 1
01 00O 010 0 O 0
00-100 001 0 O 0
00 001 000 O0-1 0
00 010 000-1 O 0

[e¢]

0 point-group tem ordem

comp. de translacao de TRI.26
[ o1 0 0 0] /2
[ 0 0 1-1 1] /2
[ 1 0o 0 0 0] /2

GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0 GRUPO TRI.

1 00 0O 10 0 0 O -1
0-10 00 01 0 0 O 0
0 00-11 00 0 1-1 0
0 00 10 00 0-1 O 0
0 01 10 00-1-1 O 0

0 point-group tem ordem 8

comp. de translacao de TRI.27
[ 0 0 0-1-1] /2
[ 1 0 0-3-1] /2
[ 0-1 0 1 0] /2

.25

O O O O -
O O O = O

26

O O O+ O

27

O O O = O

76

O = O = O

O O = OO

= O O O O
O, O OO

SO O = = O

= O O O O

O O = OO

=)

O =, O O O



GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0O GRUPO TRI.28

-1 0 00O -1 00 0 O
0-1 000 0-10 0 O
0 0-100 0 01 0 O
0 0 010 0 00-1 O
0 0 001 0 00 O0-1

0 point-group tem ordem 4
comp. de translacao de TRI.28

[ 00 0 1 0] /2
[ 1 0 1 0 0] /2

GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0O GRUPO TRI.29

-1 00 0 O -10 0 0 O
0-10 0 O 01 0 0 O
0 01 0 O 00-1 0 O
0 00 O-1 00 0-1 O
0 00-1 O 00 0 O0-1

0 point-group tem ordem 4
comp. de translacao de TRI.Z29

[ o 01 0 0] /2
[-1 1 0 0 0] /2

GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0S GRUPOS TRI.30 a TRI.32

-1 0000 -10 0 00 010 0 O
0-1000 01 0 00 100 0 O
0 0100 00-1 00 001 0 O
0 0010 00 0-10 000-1 O
0 0001 00 0 01 000 0-1
0 point-group tem ordem 8
comp. de translacao de TRI.30 comp. de translacao de TRI.31
[ 0 0 0-2 0] /4 [ 0 0 0-2 0] /4
[ 0o 0 0 0 2] /4 [ 2 2 0 0 0] /4
[ 0 0 2-1 0] /4 [ 0 0 2-1 0] /4
comp. de translacao de TRI.32
[ 0 0 0-2 0] /4
[ 2 2 0 0 2] /4
[ 0 0 2-1 0] /4
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GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0O GRUPO TRI.33

1 0 0 0 O 1 0 0 0 O
0-1 0-1-1 0 0-1 1 1
0 0-1 1 1 0-1 0-1-1
0 0 01 O 0 0 0-1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 O0-1

0 point-group tem ordem 8

. de translacao de TRI.33
1-2-1-1] /2
0 1 1 0] /2
1-1 0 0] /2

[ B e B B |
O = O

GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0O GRUPO TRI.34

10 0 0 O -10 0 0 O -
01 0 0 O 01 0 O O
00 O 1 -1 00-1-1 0
00 0-1 O 00 0 1 O
00-1-1 0 00 0 1-1

0 point-group tem ordem 8

comp. de translacao de TRI.34
[-2 0-2 0-2] /4
[ 0 2-2 0 2] /4
[-1 0-2 2 0] /4

GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0 GRUPO

O O O O -
O O O - O
= O O O O
I—I‘I—‘OO
OO!—IKOO
O O O O
O O O = O
= O O O O
O = O O O
OOP—I‘OO
O O O O -

|
[y

0 point-group tem ordem 8

comp. de translacao de TRI.35
[ 0-2-2 2 0] /4
[ 0 00 2 0] /4
[ 2-1 0 2 2] /4

O O O O -

O O © O

O O O = O

O O O+~ O

= = O O

[y

TRI.35

SO O O r»r O

O =, O O O
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GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0O GRUPO TRI.36

O O O O =
O O O = O
O O+ OO
O r O O O
= O O O O
O O O O -
O O O+ O
|
O O+ OO
= O O O O
O r O OO
O O O+ O
O O O O =
O O+ OO
O, O OO
= O O O O

0 point-group tem ordem 8

de translacao de TRI.36
0 0 -1-1] /2
1 0-2 0] /2
0 1-1 0] /2

omp.
0
1
0

GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0O GRUPO TRI.37

O O O O
O O O = O
|
O O r OO
= = O O O
= O O O O
O O O O
O O O+ O
O O mr OO
= = O O O
O O O O
O O O O =
O O O+ O
O O = O O
= = O O O
O = O O O

0 point-group tem ordem 12
omp. de translacao de TRI.37
0 0 0 0] /6

3 3 0 0] /6
-2 0

p.
3
0
0 0 01 /6

GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0O GRUPO TRI.38

O O O O -
SO O O r»r O
O O = O O
= O O O O
O = O O O
O O O O -
O O O - O
I
O O = O O
= O O O O
O = O O O
O O O O -
O O O - O
O = O O O
= O O O O
O O+ OO

0 point-group tem ordem 12

p. de translacao de TRI.38
0 0 3 3-3]11/6
3 3 0 0 0]/s
2 0 0 0 0] /86

79



GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0O GRUPO TRI.39

10 0 0O -1 00 00 100 00
0-1 0 00 0-10 00O 010 0O

0 0-1 00 0 01 0O 001 0O

0 0 0-10 0 00-10 000-11

0 0 0-11 0 00-11 000-10
0 point-group tem ordem 12
comp. de translacao de TRI.39

[ 3.0 0 0 0] /86

[ 0 33 0 0]/s

[ 0-2 0 0 0] /6
GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0 GRUPO TRI.40

1 0 0 0 O -1 00 0 O 100 0 O
0-1 0 0 O 0-10 0 O 010 0 O
0 0-1 0 O 0 01 0 O 001 0 O
0 0 0 1 0 0 00 1 O 000 0 1
0 0 0-1-1 0 00-1-1 000-1-1

0 point-group tem ordem 12

de translacao de TRI.40
0O 0 0 0] /6
3 3 0 0] /s
-2 0 0 0] /s

omp.
3
0
0

GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0S GRUPOS TRI.41 e TRI.42

01 00 O 10 0 0O -10 00 O -1 0 0 O
10 00 O 01 0 00 01 00 O 0-1 0 O
00 01 O 00-1 00O 00-10 O 0 0-1 0
00-10 O 00 0-10 00 01 O 0 0 0-1
00 00 -1 00 O 01 00 00 -1 0 0 0 O

0 point-group tem ordem 16

comp. de translacao de TRI.41 comp. de translacao de TRI.42
[-2 0-2 0 0] /4 [-2 0 2 0 0] /4
[-2 2-2 2 0] /4 [-2 2 2-2 0] /4
[ 02 0 0 1] /4 L 0 00 2 1] /4
[ 2 2 0 0 2] /4 [ 0 0 2-2 2] /4

80

= O O O O



GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0S GRUPOS TRI.43 a TRI.47

O O O O
O O O = O

0 poi
comp.
[ o
[ o
[ 1

GERAD

O O O O
O O O+ O
O O =, OO

000 -1 0 00
000 0-1 00
-100 0 0-10
010 0 0 01
001 0 0 00

nt-group tem ordem 8

de translacao de TRI.43
0 0 1 0] /2
-1 0 1 0] /2
0O 0 0 -1 /2

. de translacao de TRI.45

0 0 0 01 /2
0-1 1 0] /2
1 0 0-11 /2

de translacao de TRI.47
0O 0 1 1] /2
0-1 1 0] /2
1 0 0-1] /2

ORES DO POINT-GROUP PARA

= O O O O
O = O O O
O O O O
O O O = O
O O O O
O = O O O

0 point-group tem ordem 8

omp.

c
[
[
[

de translacao de TRI.48
0] /4

o O O

N O O
(@]
—_
~
N

= O O O O

= O O O O

[ W e W B

O O O O
O O O = O
O O OO
O = O O O
= O O O O

p. de translacao de TRI.44
0 0 0 1t 1] /2
0-1 0 1 0] /2
1 0 0 0-11 /2

omp. de translacao de TRI.46
1 0 0 1 0] /2
0 0-1 1 0] /2
0 1 0 0-11 /2

0 GRUPO TRI.48

O O O O -
O O O+ O
OOP—I‘OO
O r OO O
= O O O O
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GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0S GRUPOS TRI.49 a TRI.59

-1 0 000 10 0 0 O 100 00O
0-1 000 01 0 0 O 010 00O
0 0-100 00-1 0 O 001 00
0 0 010 00 0-1 O 000-10
0 0 001 00 O 0 -1 000 01

0 point-group tem ordem 8

comp. de translacao de TRI.49 comp. de translacao de TRI.
[ o0 0 1 1] /2 [ o0 0 0 1] /2

[ 0 1-1 0 0] /2 [ 1 o-1 0 0] /2

[ 1 o1 0 0] /2 [ 1 0 1-1 0] /2

comp. de translacao de TRI.51 comp. de translacao de TRI.
[ o 0 0 0 1] /2 [ o0 0 1 0] /2

[ 0 1-1 0 0] /2 [ 1 0o-1 0 0] /2

[ 1 0 1-1 0] /2 [ 0 01 0 11 /2

comp. de translacao de TRI.53 comp. de translacao de TRI.
[ o0 0 1 0] /2 [ o0 0 0 1] /2

[ 0 1-1 0 0] /2 [ 0 1-1 0 0] /2

[ 1 01 0 1] /2 [ 1 o 0 0 0] /2

comp. de translacao de TRI.55 comp. de translacao de TRI.
[ o0 0 1 1] /2 [ o0 0 0 1] /2

[ 0o 1-1 0 0] /2 [ 1 0-1 0 0] /2

[ 1 0o 0 0 0] /2 [ 1 0o 0-1 0] /2

comp. de translacao de TRI.57 comp. de translacao de TRI.
[ o 0 0 0 1] /2 [ o0 0 1 1] /2

[ 0o 1-1 0 0] /2 [ 1 0-1 0 0] /2

[ 1 0 0-1 0] /2 [ 0 01 0 0]/2

comp. de translacao de TRI.59

[ o 0 0 0 1] /2

[ 1 0-1 0 0] /2

[ 0 0 1-1 0]/2
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GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0O GRUPO TRI.60

1 0 0 0 O 1 0 000 -10
0 0-1 0 O 0-1 000 01
0-1 0 0 O 0 0-100 00
0 0 0 0-1 0 0 010 00
0 0 0-1 O 0 0 001 00

0 point-group tem ordem 8

omp. de translacao de TRI.60
1 0 0 0 0] /2

0 0 0-1 1] /2

0 1

C
L
L
[ 11 01 /2

GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0O GRUPO TRI.61

-1 00 0 O 1 0 00O 10
0-10 0 O 0-1 000 01
0 01 0 O 0 0-100 00
0 00 O0-1 0 0 001 00
0 00-1 O 0 0 010 00

0 point-group tem ordem 8

comp. de translacao de TRI.61
[ o 01 0 0] /2
[ 1-1 0-1 1] /2
[ 1 0o 0 0 0] /2

GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0O GRUPO TRI.62

-10 0 0 O 0-1 0 00 -1
01 0 0 O -1 0 0 00 0
00-1 0 O 0 0-1 00 0
00 0-1 O 0 0 0-10 0
00 0 O0-1 0 0 0 01 0

0 point-group tem ordem 8

de translacao de TRI.62
2 0 0 0] /4
0O 0 1 2] /4
-2 0 2 0] /4

comp.
[ 0
[ 0
[ 2
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GERADORES DO POINT-GROUP PARA 0S GRUPOS

O O O O =

O O O = O

|
O O+ OO
O r O O O
= O O O O
O O O O -
O O O+ O

|
O O+ OO
O = O O O
= O O O O

0 point-group tem ordem 16

L B B e B e B | L T e T e B e B9 L T e T e B e 9 L T T e B e 9 L T e W e B e 9 [ T e W e B e B @)

Lo B B e B e B @]

= O O O = = O O3

= = O O

= = O O3

= = O O3

= = O O3

= = O O3

. de translacao de

0 0 o0 1] /2
1 -1 0 1] /2
1 0 0 0] /2
0 0-1 0] /2

. de translacao de

0 0 1
1-1 0
0 0 O
0 0 -1

0] /2
11 /2
11 /2
0] /2

. de translacao de

0 0 1 0] /2
0-1 0 11 /2
0 0 0 0] /2
1 0 0 0] /2

de translacao de
0O 0 1 1] /2
0-1 1 1] /2
0O 0 0 0] /2
1 0 0 0] /2

. de translacao de

0 0 0 11 /2
0-1 0 11 /2
0O 0 0 0] /2
1 0-1 0] /2

. de translacao de

0O 0 0 11 /2
0-1 0 11 /2
1 0 0 0] /2
1 0-1 0] /2

de translacao de
0O 0 0 1] /2
0-1 1 0] /2
0O 0 o0 1] /2
1 0-1 0] /2

TRI.

TRI.

TRI

TRI.

TRI.

TRI.

TRI.

63

65

.67

69

71

73

75

[ T o B W e B @ [ T e B e B e B9 [ B e B e M e B [ I e B e M e B9 [ B e B e W e B [ B e B e W e B @

o B B e B e B @

O O O O =
O O O = O
O O+ OO

= O O O = = O O'T = = O O'Tv = = O O = O O o = O O O3

= O O OT

TRI.63 a TRI.83

O, O O O
= O O O O
O O O O -
O O O+~ O
O O =+ OO

de translacao de
0 0 1 0] /2
1-1 0 0] /2
0O 0 o0 1] /2
0 0-1 0] /2

de translacao de
0 0 1 0] /2
1-1 0 0] /2
i 0 0 1] /2
0 0-1 0] /2

de translacao de
0O 0 1 1] /2

0 11 /2
0 0] /2
0 0] /2

= O O

-1
0
0

de translacao de
0 0 1 0] /2
0-1 0 1] /2
0 1 0 0] /2
1 0 0 0] /2
de translacao de
0O 0 o0 1] /2
0-1 1 1] /2
0O 0 0 0] /2
1 0-1 0] /2

de translacao de
0O 0 1 0] /2
0-1 1 0] /2
0O 0 0 1] /2
1 0-1 0] /2

de translacao de
0O 0 1 0] /2
0-1 1 0] /2
0o 1 0 1] /2
1 0-1 0] /2
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